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1. Aufgabe

a)

b)
c)

Gemiss einem Satz aus der Vorlesung ist A genau dann positiv definit, wenn
die Cholesky-Zerlegung von A existiert. Also schauen wir, fiir welche a, 8 die
Cholesky-Zerlegung machbar ist. Dazu berechnen wir die L-D-LT-Zerlegung
von A. Nach einer kleinen Rechnung (wobei sich die meisten a’s und f’s
wunderbar wegkiirzen) erhilt man zuniichst die L-U-Zerlegung von A:

1 0 00 B 0 af 0

01 00 0 a—2 0 ala—2)
A=LU=| o | ¢ 0o o 1 0 (1)

0 a 0 1 0 0 0 s

Damit ist die Diagonalmatrix D gegeben durch D = diag(8,a — 2,1, ﬁ)

Damit die Cholesky-Zerlegung existiert, muss gemiss Konstruktion v/D defi-
niert sein, d.h. D darf nur positive Elemente aufweisen. Daraus erhalten wir
sofort Bedingungen fiir @ und £, ndmlich

VWV
o N

a
B

det(A) = det(LDL”) = det(L)? - det(D) = det(D) = 2.

Durch einsetzen von @ = 1,8 = 2 in (1) erhalten wir das Gleichungssystem
LUx=0b

1000 2 0 2 0 6

01 00 0 -1 0 -1 -3

1010 o0 1 0 |7 7

01 01 0 0 0 -2 -7

Die Losung des Gleichungssystem erhalten wir einfach durch Vorwérts- und
Riickwirtseinsetzen. Konkret: Wir 16sen zunéchst das Gleichungssystem Ly =
b (Vorwirtseinsetzen) und erhalten als y = (6,—3,1,—4)7 und danach das
Gleichungssystem Rz = y (Riickwirtseinsetzen). Daraus erhalten wir die
Losung des ganzen Gleichungssystems z = (2,1,1,2)7.

Die L-D-L*-Zerlegung besitzt einen wesentlichen Vorteil gegeniiber der L-U-
Zerlegung. Sie erhilt eine wichtige Eigenschaft der Matrix A — die Symme-
trie. Die L-D-L™-Zerlegung ist nsmlich ebenfalls symmetrisch, wihrend dies
die L-U-Zerlegung in der Regel nicht ist. Daraus folgt z.B. auch, dass die
L-D-LT-Zerlegung nur halb so viel Speicherplatz braucht (man muss ja nur
eine Dreiecksmatrix speichern) wie die LU-Zerlegung.
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2. Aufgabe

a) Das Fixpunktproblem lautet

1
2= 5@ +ad)
1 -
Ty = =
2 26

Gemiss dem Banach’schen Fixpunktsatz miissen wir zeigen, dass ® eine Selbst-
abbildung auf I = [0, 1]? ist und zudem eine Kontraktion. Das erstere zu zeigen
ist nicht weiter schwer. Um die Kontraktion zu zeigen berechnen wir wiederum
zunichst die Ableitung von @

Daraus erhalten wir ||®'||o = max(
mit der Kontraktionskonstanten o

IRIES

1
2
5
b) Man erhilt z) = ®(z(0) = (2, L)T.
c) Mit der a-priori Fehlerabschiitzung

an

R [ e AL

11—«

wobei ||z(V) — 2(9||, = 0.816, erhalten wir durch Auflésen n > 26.94 also
brauchen wir 27 Schritte.

3. Aufgabe

a) Das Schema der dividierten Differenzen lautet:

1 9
5
3 19 2
11 0
4 30 2 1
19 7
7 87 37
167
8 254

Damit lautet gemiss der Newton-Vorwértsformel das gesuchte Polynom
Py = 94+5z-1+2z-1z-3)+@x-1)(x-3)(z—4)(z—"T)
= o' —152° + 772" — 148z + 94
b) Nach der Newtonformel entsteht Py 3 aus Py durch
Pos=PFPoa+y(z—1)(z—3)(z—4)

wobei v3 = f[1,3,4,7] die dritte dividierte Differenz ist. Aber gemiss dem
Schema in a) ist diese eben genau gleich 0. Also folgt Py o = Py 3.
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¢) Um P(zx) auszurechnen miissen wir dem Schema aus a) eine weitere Schrigzei-
le unten anfiigen:

1 9
)
3 19 2
11 0
4 30 2 1
19 7 1
7T 87 37 2
167 )
8 254 27
32
2 62

Dann berechnet sich P(z) wie folgt
P(z) = Pys(z) + 1(z — 1)(z — 3)(z — 4)(z — 7)(z — 8)
Also haben wir fiir die Differenz:

Pz)—Pou(x)=(-1)(z-3)(z—4)(z-T7)(z—8)

Anmerkung: In dieser Aufgabe sieht man einen wesentlichen Vorteil der Newton-
Interpolation z.B. gegeniiber der Lagrange-Interpolation. Falls man n&mlich eine
neue Stiitzstelle hinzufiigt, muss man nicht das ganze Interpolationspolynom neu
berechnen, sondern einfach im Schema der dividierten Differenzen eine Schréigzeile
hinzufiigen und danach kann man das neue Interpolationspolynom aus dem alten
durch hinzufiigen eines weiteren Terms berechnen.

Vielleicht ist in der Vorlesung auch der Eindruck entstanden, die Stiitzstellen miiss-
ten im Schema der div. Diff. in aufsteigender Reihenfolge stehen — dies ist eben
auch nicht der Fall, wie man in dieser Aufgabe sieht.

4. Aufgabe

a) Eine Quadraturformel hat Ordnung 4, wenn sie Polynome bis zum Grade 3
noch exakt integriert. Fiir die Monome bis zum Grad drei erhalten wir die
folgende Tabelle zum Vergleich:

f@) [ [ f@) [ Q)
1 2h 2h
T 0 0
z2 2"3—d 4ah®
z3 0 0

Daraus sehen wir, dass Q(f) genau dann von Ordnung 4 ist, falls @ = § ist.

b) 1. Wir setzen fiir f(x) resp. f'(z) im folgenden seine Taylorentwicklung um
den Nullpunkt bis zum Grade 4 ein und erhalten damit

I(f)

h 1.2 .Z'4
| 50 +2r @) + 5 (0 +a%01"0) + 5, 70(@)ds

—h

h? h®
2hf(0) + 5 1"(0) + o5 F4(€)
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h? h? h®
Q) = 21f(0) + (') +hf"(0) + - f"(0) + = fU(€) - 1'(0)

h? h3
HRF"(0) = - 1"(0) + O E)
h? h®
= MO + 510 + 1SV

Damit erhalten R(f) = I(f) — Q(f) = — 15h° F®(€). Also ist ¢ = — &5
und g = 4.

2. Betrachten wir zunéichst nur das Intervall [t5_1,t;]. Wir erhalten dafiir

b bt —tra
tk_lf(a:)da: = /h f(i2 + z)dz
. 2
~ omfE ) ) - ) @

Um die Summierte Form Q,(f) zu erhalten, summieren wir nun die
Ausdriicke (2) iiber simtliche k = 1,...,n:

Qun) = 2wy T LTS ) — )
k=1 k=1

2
n h2
= 2h) f((2k—1)h)+ 5 (@)= £1(0)
k=1
5. Aufgabe
a) Einsetzten der gegebenen Daten in die theoretische Kurve ergibt ein Glei-
chungssystem
91
a = —
55
1 91
1 91
504 + 3ﬂ = %

Das dazu gehorige lineare Ausgleichsproblem lautet dann wie folgt:

/-~
B[O |
w B o
N~
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S 0303
W N =
N——

=
o
k!

oder in Kurzform Az —b=r.

b) Wir fiithren eine QR-Zerlegung der Matrix A mittels Householder-Transforma-
tion durch. Dazu berechnet man gemiss Vorlesung zunichst den Vektor v; =

ay + sign(a11)||a1||2ex und erhilt dafiir v; = (12,1, 1)T. Daraus erhilt man

6232
den Vektor
w = V1 _ 18
Y o] 91

)

Mit seiner Hilfe berechnet man sich dann die erste Housholder-Matrix

I b

Qi =1-2uul = ( -

R[S TN ([
I 2% |
|c:"‘ e
|92 [
Mol

N———

©
=
©
—_

4
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Gemiss dem Hinweis sollte es das eigentlich schon gewesen sein, also priifen
wir nach, ob )1 A = R tatsichlich eine obere Dreiecksmatrix ist:

7
I 13
0 39
0 0

1A=

Demnach haben wir die QR-Zerlegung der Matrix A schon gefunden und sie
lautet

-6 _2z2 _3 -7 _13
6
A=QR= i 3—77 —il 0 39
%% 8 0 0
7 91 91

Damit erhalten wir die Losung des Ausgleichsproblems als Losung des Glei-
chungssystems, welches aus den ersten 2 Zeilen von Rx = Qb besteht

(o &) (5)-(7)

¢a=£, :%

6. Aufgabe

a) Mit Hilfe der Substitution z = (21, 22, 23)T = (y,4',4")7 transformieren wir
die Differentialgleichung dritter Ordnung auf ein dquivalentes System von Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung:

21 = z9
zh = 23
b = —z+tzn

mit der Anfangsbedingung 2(®) = 2(2) = (0,1,2)7.

b) Das implizite Eulerverfahren lautet 2" = 2(0 + hf(t;,2(")). Wenden wir
dieses auf das obige System an, erhalten wir folgendes (lineare) Gleichungssy-

stem:
zg) = 0.5z§1)
zgl) = 1+0.52§1)
AV = 2-0524" +1.25:"

Die Losung dieses Systems lautet zfl) = 1.0667, zél) = 2.1333,z§1) = 2.2667.
Damit ist y(2.5) = 1.0667.

c¢) Der Unterschied zwischen dem expliziten und dem impliziten Verfahren liegt
in den Steigungen der Streckenziige. Bei beiden Verfahren geht man pro Zeit-
schritt von einem bekannten Punkt zy der bis anhin berechneten Losungs-
kurve aus, und zieht von diesem eine Strecke in Richtung der vermeintlichen
Losungskurve. Beim expliziten Verfahren zieht man nun die Strecke in Rich-
tung der momentanen Tangente, beim impliziten Verfahren in Richtung der
Tangente im niichsten Punkt (welchen man natiirlich noch nicht kennt).
Anmerkung: Beide Verfahren haben zwar dieselbe Fehlerordnung (némlich 1),
jedoch erweist sich das implizite Verfahren in vielen Fillen als besser, z.B. bei
steifen Differentialgleichungen (siche Numerik IT). Der implizite Euler ist im
iibrigen auch A-stabil.



