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1. GRUNDLAGEN DER WASSERBEWEGUNG IM BODEN

1.1 Kontinuumsbeschreibung des Bodens

Eine Phase mag definiert werden als gasformige, fliissige oder feste Substanz, die im maf3geblichen
Kotrollvolumen als homogen betrachtet werden kann [LUCKNER und SCHESTAKOW, 1991].
Unterschiedliche Phasen sind durch Grenzfldchen getrennt. Aus unterschiedlichen Stoffen
bestehende Phasen werden als Mischphasen bezeichnet (z.B. ist die aus Stickstoff, Sauerstoff,
Kohlendioxid, Wasserdampf usw. bestehende Bodenluft eine Mischphase und ebenso das Boden-
wasser wegen der in ihm geldsten Substanzen wie Nahr- und Schadstoffe).
Der Boden als pordses Medium ist ein Mehrphasensystem:
Feststoffe
Poren = Wasser
= Luft
gesittigt — Feststoffe und Wasser

ungesdttigt — Feststoffe, Wasser und Luft .

Abbildung 1-1:  Kontrollvolumen
Das Kontrollvolumen muss grofl genug sein, um eine Mittelung der Eigenschaften zu gestatten
(MolekiilgroBe wird z.B. zur Kennzeichnung des Phasenanteils nicht ausreichen), zumindest
1000fach groBer als eine charakteristische Pore. Meist wird eine durchgehende Verbindung der
Poren angenommen. Wasser, geloste Stoffe und Luft bewegen sich durch den zusammenhéngenden
Porenraum.
Mikroskopischer Mafistab — Detailbeschreibung der Bewegung in den Poren:

Navier-Stokes-Bewegungsgleichung

Hierfiir ist die Kenntnis der Randbedingungen notwendig, d. h. die Geometrie der Poren muss
bekannt sein —
es ist praktisch unmdglich, die komplexe Porenstruktur zu erfassen und zu beschreiben.

Losung: poroses Medium durch fiktives Modell ersetzt

— Jede Phase ist im ganzen Gebiet vorhanden

- Begrenzungen zwischen den Phasen werden ignoriert

— Annahme: physikalische Eigenschaften fiir jede Phase in jedem Punkt beschreibbar

Y/

Kontinuumsbeschreibung

Eine Eigenschaft in einem Punkt ist reprisentativ fiir ein makroskopisches Bodenvolumen (REV,
reprasentatives Elementarvolumen).
Das REV ist grof3 im Verhéltnis zu den Poren und
klein im Verhiltnis zum Stromungsgebiet.

mikroskopischer Maf3stab € =» makroskopischer Malistab
Mittelung tiber REV
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Die GroBe des REV sollte so sein, dass die gemittelten z
Werte eine Funktion des Mittelpunktes des REV sind
und nicht von der Groe des REV selbst abhéngen.

Abbildung 1-2:  Reprisentatives Elemen-
tarvolumen (REV) X

In der Natur sind die gemittelten Bodenkennwerte nicht vorhanden.

Beispiel: Das makroskopische Wasserleitvermdgen ist ein gemitteltes Ma3 fiir den Wider-
stand, dem Wasserpartikel bei der Bewegung durch die Poren ausgesetzt sind. Das
Tensiometerpotenzial wird flir jeden Punkt (als berechenbar) angenommen. Tatséch-
lich kann dieses nur im wassergefiillten Porenanteil vorhanden sein.

Mikroskopisch gesehen ist der Boden nie homogen.
Makroskopisch (geniigend groBer Ausschnitt) kann der Boden homogen sein.
Z.B. sorgfiltig, gleichformig gepackte Séule:
- homogen, sofern die Probe groBer als das REV ist —  gleiche Eigenschaften
- heterogen, wenn das Probenvolumen kleiner als das REV (GroBenordnung des Einzel-
korns oder des Porendurchmessers) ist; die Eigenschaften variieren (zumindest teil-
weise).
In einem natiirlichen Boden ist das REV grdfler als in einer Modellsdule. Strukturmerkmale (Steine,
Regenwurmkanéle, Sandlinsen, Wurzeln) miissen gentigend oft enthalten sein.

homogen € =» heterogen
abhingig von: GroBe und Struktur
Volumen, iiber das gemittelt wird

Anteile und rdumliche Verteilung der drei Phasen (fest, fliissig, gasformig) priagen die Bodeneigen-
schaften: Volumen- oder Massenanteile
raumliche Anordnung

Tabelle 1-1:  Quantifizierung der Phasenanteile (nach FLUHLER [1991])

Betrachtungsweise feste Phase (Index s) | fliissige (Index /) gasformige Phase (a)
Massen- und | makroskopisch | my, p4, ps ni, mp, s Ng
Volumenan- e, n

teile der Pha- | Mikroskopisch | KorngroBenverteilung | PorengroBenverteilung

sen Textur Desorption | Sorption

Réumliche Anordnung der be- | Aggregierung/Gefiige | Porenkontinuitit und Porentortuositit
treffenden Phase Struktur Struktur | Porigkeit
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1.1.1 Porenbegriffe

Tabelle 1-2:  Porenbegriffe und deren Definition (nach FLUHLER [1991])

Begriffsebene Definition

Pore rdumliche Vorstellung: Kanéle, R6hren, Gange, Kapillare, Spaltflichen, Risse

physikalische Definition: Porenraumanteil, der in einem bestimmten Wasser-
spannungsbereich entwissert wird (Aquivalenzbegriff)

Porenklassen - kapillar nicht wirksame Poren: d > 7mm

Grenzradius r = kapillare Steighdhe g

infiltriertes Wasser flie3t der Porenwand entlang

Grobporen (= Makroporen): d > 50 um (entspricht einem Matrix-

Grobporen
|

potenzial von y,, > —6 kPa), enthalten das ,,Gravitationswasser*;
sie werden innerhalb der ersten 1-2 Tage nach einem starken
Regen durch Gravitation entwiéssert.

- Grobe Mittelporen (enthalten das fiir die Pflanzen leicht verwert-
bare Wasser) 50 >d > 5 um (=6 > y,, > —60 kPa)

- feine Mittelporen (schwer verwertbares Wasser) 5>d > 0,2 um
(=60 > w,, > —1500 kPa)

— Feinporen (nicht verwertbares Wasser) d <0,2 um

Mittelporen

(wm < permanenter Welkepunkt)

Fein-
poren

Porenbereiche Inter- und Intraaggregatbereich: Porenraum zwischen bzw. innerhalb der
feinporigen Bereiche. Entspricht den Zonen mit ,,mobilem* und ,,immobilem‘*
(stagnierendem) Wasser.

Porentortuositit | Verhéltnis der effektiven Porenldnge zur Dis-
tanz zwischen Eintritts- und Austrittséffnung
t=1,/1

Porenkontinuitit | Wahrscheinlichkeit, mit der in einem (imagi-
ndren) Querschnitt durch eine Bodenprobe
Pore auf Pore trifft.

Porenuniformitdt | Variabilitait des Durchmessers (beeinflusst das
Ausmal der Hysteresis)

Eine GréBenordnung fiir den Porenanteil n kann aus theoretischen Uberlegungen abgeleitet wer-
den. Idealisiert man die Form der Bodenpartikel bzw. Primérteilchen als lauter Kugeln gleicher
GrofBe, betrigt das Partikel- bzw. Kugelvolumen V= d°-n/6. Das Kontroll- bzw. Bodenvolumen,
das von den Mittelpunkten benachbarter Kugeln unter der Annahme der lockersten Packung — einer

Wiirfelpackung — aufgespannt wird, betrigt V' =d">. Das Porenvolumen ergibt sich dann zu
V,=V—-V,=d>—~8d”>n/48 und der Porenanteil zu n=V,/V=(d’—d’n/6)/d> = 1 —1/6 = 0,476.
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Bei der vermutlich dichtesten Packung (der mathematische Beweis ist laut SINGH [1998] bisher
noch niemandem gelungen) — der Tetraederpackung —ist n = 1 — /(3 X\/E) = 0,260. Obwohl natiirli-

che Boden aus Teilchen unterschiedlichster Grofle und Form mit unregelméfBiger Anordnung und
Aggregierung bestehen, liegt ihr Porenanteil hdufig innerhalb des Bereiches 0,260 <n < 0,476.
Werte n < 0,38 zeigen nach HARTGE und HORN [1989] eine besonders starke Verdichtung an,
solche mit n> 0,55 treten nur in frisch bearbeiteten A,-Horizonten, biologisch sehr aktiven Aj-
Horizonten (Waldbdden) und in Ansammlungen von organischer Substanz (Rohhumus, Moder) auf.
Moorbdden und frische Tonablagerungen konnen Werte bis zu n = 0,85 erreichen.

Die Porenstruktur kann auf verschiedenen Ebenen definiert werden [FLUHLER, 1991]
- bisher keine festen Konventionen

— Messbarkeit sehr schwierig

—  Desorptionskurve: akzeptierte indirekte Form der Strukturquantifizierung

1.1.2 Bodengefiige

Unter dem Bodengefiige wird die rdumliche Anordnung der festen Bodenbestandteile verstanden
[ARBEITSGRUPPE BODEN, 1996]. Es kann in das im Gelidnde erkennbare Makrogefiige (siche
DIN 19682, Blatt 10 [1973]) und in das nur mikroskopisch erfassbare Mikrogefiige unterteilt
werden. Grundgefige
Unter den Makrogefiigeformen sind das Grundgefiige, bei  Einzelcomgetige  ittgefuge

dem keine Absonderung von Bodenteilchen zu Aggregaten 7 g€
erfolgt ist, und das Aggregatgefiige zu nennen, bei dem sich

Gruppen von Bodeneinzelteilchen zu Aggregaten bestimm-
ter Formen und Groflen zusammenfiigen. Auflerdem gibt es )
. Aggregatgefige
Mischformen. Makrogrobgetiige
Das Grundgefiige kann weiter unterteilt werden in das Ein- Shulengefige  Schichtgefiige
zelkorngefiige (Bodenteilchen liegen lose nebeneinander), in

das Kittgefiige (vor allem durch Eisenverbindungen kdnnen

Einzelkorner pedogenetisch verfestigt werden, weiters in
Karbonat-Anreicherungshorizonten) und in das Kohdrent- Makrofeingefige
gefiige (die Bodenteilchen bilden eine zusammenhaftende, — 'meoetioe  Swboedorgelige - Poluedergetiae

nicht gegliederte Bodenmasse, deren Bestandteile meist
durch kolloidale Substanzen allseitig, jedoch unterschiedlich

stark, miteinander verklebt sind; typisch fiir nicht aggre-
gierte, blndlge BOden) Prismengefiige Plattengetiige
Ein Makrogrobgefiige in Form eines Aggregatgefiiges ent-

steht hauptsdchlich durch Schrumpfungsvorgénge (Abson-

derungsgefiige) (Unterformen: Riss-, Sdulen- und Schichtge-

Gefligefragmente
Brockel Klumpen

fiige). Als Makrofeingefiige kann ein Aggregatgeflige auch
durch bodenbiologische Prozesse entstehen (Aufbaugefiige)
(Unterformen: Kriimel-, Subpolyeder-, Polyeder-, Prismen-,
Plattengefiige und Gefiigefragmente).

Abbildung 1-3:  Formen des Makrogefiiges [ARBEITSGRUPPE BODEN, 1996]
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1.2 Einteilung des Wassers im Boden

Das Wasser im Boden kann grob in Grundwasser und in das iiber dem Grundwasserspiegel befind-
liche Wasser der vadosen Zone eingeteilt werden. Grundwasser ist per definitionem dadurch
gekennzeichnet, dass es die Hohlrdume des Bodens liickenlos ausfiillt und — verglichen mit dem
atmosphérischen Luftdruck — unter gleichem oder héherem Druck steht.

Uber dem Grundwasser und damit bereits in der vadosen Zone befindet sich laut DIN 4047 BI. 3
[1971] der Kapillarraum, der in Osterreich als Kapillarsaum bezeichnet wird. Dieser setzt sich aus
einer unmittelbar an das Grundwasser anschliefenden, wassergesittigten Zone — dem geschlossenen
Kapillarsaum — und einem dariiber befindlichen offenen Kapillarsaum zusammen, in dem mit
zunehmendem Abstand vom Grundwasserspiegel immer feinere Poren mit Luft gefiillt sind.

Das gesamte, in Ruhe befindliche und entgegen der Schwerkraft iiber dem Kapillarsaum gehaltene
Bodenwasser der vadosen Zone wird geméil der zitierten Norm als Haftwasser bezeichnet. Es kann
weiter in Kapillarwasser und in Adsorptionswasser unterteilt werden. Das Kapillarwasser wird
zwar ebenso wie das Wasser des Kapillarsaumes durch Menisken gehalten, besitzt aber im Gegen-
satz zu diesem keine durchgehende Verbindung zum Grundwasser iiber wassergefiillte Poren. Das
Adsorptionswasser ist direkt an die Oberfliche der Bodenteilchen angelagert und besteht aus dem
durch Hydratation der Ionen an den &uferen und inneren Oberflichen der Bodenteilchen gebunde-
nen Hydratationswasser und dem durch die Konzentration der Kationen in der Innenlésung osmo-

tisch gebundenen Wasser.

Wihrend das Kapillarwasser und in noch groBerem Ausmalle das Adsorptionswasser infolge der
ausgetibten starken Kréfte mehr oder weniger in Ruhe verharrt (und insbesondere der Verdunstung
ausgesetzt sein kann), unterliegt das in der vadosen Zone mitunter auftretende Sickerwasser haupt-
sdchlich der Schwerkraft und bewegt sich demgeméf abwirts.

Ein mehr oder weniger dichter, liber dem Grundwasserleiter und nahe der Bodenoberfldche (bis
1,5 m unter GOK) befindlicher Bodenhorizont, in dem das aus dariiber befindlichen, durchléssige-
ren Schichten zustromende Sickerwasser nur durch die Schwerkraft allein nicht weitertransportiert
werden kann, bildet bei ausreichenden Niederschldgen eine Stausohle aus. Das demnach nur zeit-
weilig tiber der Stausohle auftretende, oberflachennahe und unter positivem Druck stehende Wasser
wird als Stauwasser bezeichnet.

1.3 Kapillaritit im Boden

Eine Zusammenfassung der engstens miteinander verbundenen physikalischen Erscheinungen der
Oberflachenspannung und der Kapillaritét, die in anderen Lehrveranstaltungen abgehandelt werden,
ist im Anhang auf Seite 191 zu finden.

Im Boden wird die Fliissigkeit durch die Feststoffoberfliche begrenzt, mit der Auswirkung, dass
zwel (oder mehrere) unterschiedliche Kriimmungsradien auftreten. Die komplexe Geometrie des
Porenraumes fiihrt zu mannigfaltigen Kombinationen von Grenzfldchen, Kapillaren und Porenwin-
kel, um die Wasserfilme gebildet werden. Das Ergebnis ist eine Vielfalt von Luft-Wasser- und Fest-
stoff-Wasser-Benetzungswinkel. Die Kriimmung unregelméfiger Grenzfldchen kann durch die zwei
Hauptkriimmungsradien beschrieben werden.

Das Wasser wird im Poreninneren von Kapillarkrdften gehalten; im Nahbereich der Porenwand
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vergroBlert die Adsorption die Bindungskrifte, die bei den unmittelbar an der Feststoffoberfliche
haftenden Wassermolekiilen schlieBlich gewaltige Ausmalle erreichen (siche S. 46). Das Verhalten
der Wasserfilme bei sehr geringem Wassergehalt bedarf daher einer gesonderten Betrachtung.

Beispiel 1-1:  Wasser zwischen zwei kugelférmigen Bodenfeststoffen.

r; ist negativ fur konvexe Grenzflachen
(z.B.rn<0)
und positiv fur konkave Grenzflachen
(Z. B.ri> 0)
nach LU et al. (zitiert von KUTILEK und

! +
NIELSEN [1994]) ist 77—’;= c[%) R

hk'...Steighdhe bei kugelférmiger Packung

hk....Steighdhe in einer Kapillare

C.....Konstante: 0,82 fur Wurfelpackung,
1,5 fur Dreieckpackung

Abbildung 1-4:  Grenzflachenausbildung Luft — Wasser um zwei kugel-
férmige Bodenfeststoffe (OR und WRAITH, 1997)

Beispiel 1-2:  Hangende Wassersaule in einer Kapillare bei vollstandiger Benetzung

In einer Pore bzw. Kapillare, die keinen Kontakt zu einem Wasserreservoir hat, wird
das Wasser durch den oberen (1) und den unteren (2) Kapillarmeniskus gehalten
[nach KUTILEK und NIELSEN, 1994]. Der Kapillardruck des oberen Meniskus ist
negativ (konvexe Grenzflache bzw. r1 <0), seine Grofde Iasst sich aus dem Krum-
mungsradius schlie®en; die Kapillarkraft wirkt der Schwerkraft entgegen. Je nach der
Hohe der hangenden Wassersaule bzw. wie viel Wasser man die Kapillare durch
Eintauchen aufnehmen lie® ergibt sich an der Unterseite ein negativer oder positiver
Kapillardruck, der durch den entsprechend konvex oder konkav gekrummten Menis-
kus ausgeubt wird:

poP2=pi_20 _(1_1)

pPg pg\rn
Bei der anzunehmenden vollstandigen Benetzung des oberen Meniskus ist r1 = -R;
der Benetzungswinkel a = 0: h= s—fjg (rlzJ’lR)
Im Maximalfall ist der untere Meniskus durch eine konkav gekrimmte Halbkugel zu
nahern (r; = +R), beide Kapillarkrafte F sind o-2-R-11 grof3 und wirken der Schwer-
kraft der hangenden Wassersaule G = R -hmax 0 *g "€ntgegen:
2Fk=40'R1T=G=R*T hnax P9

Die Maximalhdhe der Wassersaule, die in einer beidseitig der Atmosphare ausge-
setzten Kapillare gehalten werden kann, betragt daher
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hmax = 4 O/(R p g) .

Dasselbe Resultat hatte man natirlich auch aus hpax = j—c;(%+1ﬁj = RA_':_g erhalten.
In der unten stehenden Zeichnung sind die durch die Kapillardricke induzierten rela-
tiven Druckverlaufe eingetragen; die Absolutdricke sind um den Atmospharendruck
hoher (und p1 apsort immer positiv, und zwar im thermodynamischen Gleichgewicht

mindestens so grol} wie der Sattigungsdampfdruck ps).

IR
™
!
rn=R
V4
, P 4
p1 A
h
| b, |
> E >
0 I 0 P2 > P
|
p2=p1+p-g-h p2=0 P2 = —p1

Abbildung 1-5: Hangende Wassersaulen unterschiedlicher Hohe in einer Kapillare

Da die geometrische Form der einzelnen Poren in der Regel unbekannt ist, werden die Einzelporen
hiufig durch kreiszylindrische Poren ersetzt, fiir die der dquivalente Porendurchmesser dp bzw.
Porenradius so definiert wird, dass er fiir eine kreiszylindrische Rohre mit derselben Lénge den-
selben Fluss ergibt wie fiir die einzelne, beliebig geformte Pore.

Abbildung 1-6:  Aquivalente Pore (OR und WRAITH, 1997)

Gebriuchliche Modelle der Wasserspannung beruhen auf einem sehr vereinfachten Bild in Form
eines Kapillarenbiindels mit dquivalenten Poren. Durch das Kapillarenbiindel-Modell wird ein
Zusammenhang zwischen der Steighdhe /x und dem Wasseranteil n; beziehungsweise zwischen
dem Porenradius » und dem Wasseranteil n; hergestellt. Der wassergefiillte Querschnitt in einer
bestimmten Hohe iiber dem Wasserspiegel entspricht dem Wasseranteil. Die wassergefiillten Quer-
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schnittsanteile An; der Porenklassen entsprechen den Volumsanteilen jener Poren, deren Radius rx

i g
E

Abbildung 1-7:  Kapillare Steighdhe /4 (r) und wassergefiillter Querschnitt An; eines Kapillaren-
biindels in verschiedenen Hohen iiber dem freien Wasserspiegel (nach
FLUHLER [1991])

durch hg ausgedriickt werden kann.

Die Uberlegungen an Hand des Kapillarenbiindel-Modells kénnen in grafischer Form entweder als
Beziehung zwischen dem wassergefiillten Querschnitt und der Hohe oder als Porengréfenverteilung
dargestellt werden. Die erste Beziehung ist die Summenlinie der wassergefiillten Porenanteile.

Beispiel 1-3:  Ermittlung des Querschnittsanteiles wassergefullter Poren aus der Poren-
grélkenverteilung

Die Porengrdflien d einer (fiktiven) zylindrischen Bodenprobe mit 2,5 mm Durchmes-
ser wurden in 4 gleich grofRe Porengrofienklassen dy-iy < d < dgrio €ingeteilt und die
Anzahlen k; der Poren der jeweiligen Klassen mit dem Mikroskop ausgezahlt. Das
Ergebnis der Messung ist in den Spalten 1 und 2 der unten stehenden Tabelle ein-
getragen.

Als mittlerer Durchmesser d; (Spalte 3) einer Porengrof3enklasse i wird das arithmeti-
sche Mittel aus den beiden Grenzdurchmessern gewahlt und diesem Durchmesser
die Einzelporenquerschnittsflache d?-1/4 bzw. die Porenfliche der PorengréRenklas-
se A; = k; d?T/4 (Spalte 4) zugeordnet. Die Summe der Flachen der einzelnen Po-
rengroRenklassen X A; ergibt die Gesamtporenflache Ap. Die prozentuellen Flachen-
anteile n, ; der einzelnen PorengroRenklassen an der Gesamtporenflache erhalt man
aus (A/Ap)*x100 (Spalte 5); ihre Aufsummierung (Spalte 6) muss naturlich 100 %
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ergeben; die einzelnen Summenwerte entsprechen dem Sattigungsgrad S;. Die
Gesamtquerschnittsflache der Probe betragt
Ages = dz,” -T1/4 = (2,5 mm)>-11/4 = 4,909 mm?
und der Porenanteil np = Ap/Ages = (2,175 mm?)/(4,909 mm?) = 0,443.
Den Anteil 6 der wassergefullten Poren an der Gesamtquerschnittsflache erhalt man
durch Multiplikation des aufsummierten Flachenanteils an der Gesamtporenflache
der KorngroRenklassen von 1 bis i mit dem Porenanteil: = S-np (Spalte 7). Schliel3-
lich wurde die kapillare Steighdhe hk (in cm!) einer mittleren Pore mit dem mittleren

Durchmesser d; (in mm!) mit der Naherungsformel 7-17 abgeschatzt.

Eine Ubersichtliche Darstellung der Resultate bietet die Abbildung 1-8.

1 2 3 4 5 6 7 8
Klas-| Grenz- | An- mittlerer Poren- | Flachen- | Satti- |Wasser-| Steig-
se | durchm. | zahl | Durchm. flache anteil gung | anteil | hohe
i dgr ki | di=(dgriu A= Naj= Si= 6= hk =
+dyi0)2 | ki-di®>m/4 | Aix100/Ap | Znai| Si-np | 3/d;
- mm - mm mm? % % % cm
1 8(1)2 25 0,10 0.196 9.0 88 28 30,0
2 0’25 20 0,20 0,628 28,9 37’9 16’8 15,0
T N T e b T TR
0.45 Ap=2A = 2175 100,0 1000] 44.3
35 - 50 -
£ 30 - <]
“E’ ] o 40 -
325 S
'S o < 30
5% <
315 £ 20 ]
o - o ]
s ™ g 0 1
S 5] s 97
& ] L ]
0 L L L LN I R | 0 T L L L L J
0 20 40 60 80 100 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Sattigungsgrad S (%) Porendurchmesser d (mm)
Abbildung 1-8: a) kapillare Steighohe als Funktion des Sattigungsgrades

14

b) Flachenanteile der Porengrof3enklassen an der Gesamtporenflache

Erginzungen zu den Potenzialen

Das Bodenwasserpotenzial y entspricht per definitionem jener Arbeit, die pro Einheit einer gewihl-

ten Bezugsgrofe an reinem Wasser aufgewendet werden muss, um eine infinitesimale Menge Was-

ser von einem Bezugs- oder Ausgangssystem reversibel und isothermal in ein Zielsystem bzw. an
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den betrachteten Punkt im Boden zu bewegen [SOIL SCIENCE SOCIETY OF AMERICA, 1997].
Je nachdem durch welche Eigenschaften sich das Ausgangssystem vom Zielsystem unterscheidet,
kann man verschiedene Teilpotenziale definieren. Das Gesamitpotenzial y, ergibt sich, wenn als
Bezugssystem reines Wasser auf Hohe eines festzulegenden Referenzniveaus gewihlt wird.

Der Unterschied im Energieinhalt AE zwischen einem Kontrollvolumen im Zielsystem und einem
gleich groBen Kontrollvolumen im Bezugssystem besitzt die Dimension der Arbeit (M-L*T %) bzw.
die Normeinheit Joule. Das Potenzial ist der Unterschied im Energieinhalt pro Einheit einer
gewihlten Bezugsgrofe und kann als Druck, als Hohe oder als Potenzial selbst ausgedriickt werden.
Bezieht man den Energieinhalt auf das Volumen des Kontrollvolumens, so entspricht die Angabe
des Potenzials der Dimension des Druckes mit der Normeinheit Pa (y = AE/V mit der Normeinheit
J-m ™ = Pa), dividiert man durch das Gewicht der Masse des Kontrollvolumens, so ergibt sich das
Potenzial in Form der Potenzialhéhe mit der Einheit m (y = AE/(p-g-V) bzw. J'’kg "'m "s* =m)
und pro Masseneinheit ergibt sich das Potenzial selbst bzw. der Energieinhalt des Kontrollvolumens
in der Einheit J'’kg". Fiir das als Potenzialhdhe ausgedriickte Gesamtpotenzial y, ist als Symbol der
lateinische Grof3buchstabe H iiblich.

Beziiglich der Umrechnung der verschiedenen Potenzialeinheiten siehe Kapitel 7.1.4.

Die auf das Bodenwasser ausgeiibten Krifte sind unterschiedlichster Natur und konnen nicht mit
einem einzigen Ansatz quantifiziert werden. Das Gesamtpotenzial muss daher in verschiedene Teil-
potenziale aufgeteilt werden. Wiahrend das osmotische Potenzial y, und das Schwerkrafipotenzial
W in der Literatur {ibereinstimmend definiert werden, gibt es liber die Aufteilung, Bezeichnungen
und Definitionen des verbleibenden Potenziales deutliche Unterschiede [OR und WRAITH, 1995b].
Im weiteren soll das im Jahre 1976 formulierte Konzept der Internationalen Bodenkundlichen
Gesellschaft [IBG Bulletin Nr. 49, 1976], zitiert von KASTANEK et al. [1980] wiedergegeben
werden. Diesem zufolge setzt sich das fiir die Bodenwasserbewegung ausschlaggebende Gesamt-
potenzial y, aus dem osmotischen oder Losungspotenzial y,, dem Schwerkraft- oder Gravitations-
potenzial y, und dem Tensiometer- oder Druckpotenzial y, zusammen:

| Gesamtpotenzial vy, =y, + .+, | (1-1)

Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar, dass das Tensiometer- oder Druckpotenzial alle Effekte
umfasst, die der Boden auf das Wasser mit Ausnahme des osmotischen und des Schwerkraftpoten-
ziales ausiibt. Es kann positiv oder negativ sein und wird vorzugsweise mit einem 7ensiometer
gemessen. Als Symbol fiir die Druckpotenzialhdhe ist der lateinische Kleinbuchstabe /4 iiblich. Der-
selbe Buchstabe wird leider mitunter auch fiir die Wasserspannung verwendet, die nicht dem
Druckpotenzial, sondern dem Matrixpotenzial mit umgekehrtem Vorzeichen entspricht. Da das
Druckpotenzial auch positiv sein kann, geht aus dem Vorzeichen des Zahlenwertes von /4 allein
nicht hervor, welche Grofle mit dem Formelzeichen /# gemeint ist.

Schon in den Urzeiten des Potenzialkonzeptes wurden die Unterschiede im Energieinhalt, die das
Wasser erfiahrt wenn es mit der Bodenmatrix in Verbindung tritt, als Matrixpotenzial y,, bezeichnet
[JURY etal., 1991]. Beim Matrixpotenzial ist der Bezugsdruck fiir den Bodenluftdruck defini-
tionsgemadll gleich dem atmosphédrischen Luftdruck. Mitunter ist der Bodenluftdruck jedoch hoher
als der atmosphirische Luftdruck, es liegt Bodenluft-Uberdruck vor. Dann muss das Tensiometer-
potenzial neben dem Matrixpotenzial aus einem zusétzlichen Potenzial, dem Gasdruckpotenzial vy,
bestehen, weil das Tensiometer neben dem Matrixpotenzial auch den Bodenluftdruck miterfasst:
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|wp=wm+y/a| (1-2)

Im ungesittigten Boden ist das Druckpotenzial negativ, sofern kein Bodenluft-Uberdruck vorliegt.

Unterhalb eines eventuell vorhandenen freien Wasserspiegels weist das Bodenwasser hingegen ein
Druckpotenzial auf, das definitionsgemd3 >0 ist. Ein in diesem Bereich installiertes Tensiometer
wiirde dieselbe Druckhdhe anzeigen wie ein Standrohr an jener Stelle. Das Tensiometerpotenzial ist
in diesem Fall nicht von den Bindungskriften in der Bodenmatrix abhéngig, sondern rithrt vom
hydrostatischen Druck her. Bei JURY et al. [1991] wird dieser Teil des Gesamtpotenziales nur dann
als Tensiometerpotenzial bezeichnet, wenn sich der Bezugspunkt im geschlossenen Kapillarsaum
befindet, liegt er unter dem Niveau des freien Grundwasserspiegels, wird er als Aydrostatisches
Potenzial y;, bezeichnet. Bei KASTANEK et al. [1980] wird diese Unterscheidung bei Vollsitti-
gung nicht getroffen, und der entsprechende Teil des Gesamtpotenzials, unabhingig davon, ob er
positiv oder negativ ist, als ,,Tensiometer- oder Druckpotenzial*“ definiert.

Bei den bisherigen Teilpotenzialen ist davon ausgegangen worden, dass das Bodengeriist bzw. die
Feststoffmatrix starr und selbsttragend ist und das Bodenwasserpotenzial bei diesen sogenannten
nichtquellenden Boden unbeeinflusst von externen Kriften bleibt, weil sie zur Gdnze vom Feststoftf-
geriist aufgefangen werden. In quellenden Boden hingegen wird das Gewicht der liber dem
betrachteten Punkt liegenden Feststoffe auch auf das Bodenwasser iibertragen, und Anderungen im
Wassergehalt konnen zu einer Anderung der rdumlichen Lage einzelner Partikel zueinander fiihren,
was wiederum zu Kriimmungsinderungen von Grenzflichen fiihrt. Aus diesem Grund ist das
Matrixpotenzial in quellenden Bdden ein weit weniger brauchbares Konzept als in starren und kann
dariiber hinaus meist nicht {iber den Wassergehalt ermittelt werden [JURY et al. 1991]. Fiir quel-
lende Boden ist es daher gebréuchlich, das Matrixpotenzial in zwei Komponenten aufzuspalten, in
das Auflastpotenzial y., das die nicht vom Bodengeriist iibernommenen externen Krifte beschreibt,
und in das Wassergehaltspotenzial vy, das den Wert des Matrixpotenziales reprasentiert, wenn
weder externe Auflasten noch atmosphirische Uberdriicke vorhanden sind. Die Komponenten des
Gesamtpotenzials kdnnen fiir verschiedene Applikationen wie folgt zusammengefasst werden:

Tabelle 1-3:  Komponenten des Bodenwasser-Gesamtpotenzials fiir verschiedene Anwendungs-
fille [JURY et al., 1991]

Anwendungsfall Komponenten
ungesittigter quellender Boden W= Yot Wety)p

mit Bodenluft-Uberdruck W= Yot Wetywatyy

zusatzlich mit Auflast Wi= Yot Wetya Tty ty,
ungesdttigter starrer Boden W= Yot Wety)p

mit Bodenluft-Uberdruck W= Yot Wet Watyy
gesittigter quellender Boden Wi= Yot Yetyp

mit Auflast W= Yot Wetyntye
gesittigter starrer Boden tiber dem Grundwasserspiegel | w: =y, +ys+y,

Unter dem Grundwasserspiegel| w; =y, +ws+y;,
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1.4.1 Potenzialverldufe in Bodensiaulen bei verschiedenen stationiiren Randbedingungen

Wenn im Bodenwasser kein Konzentrationsunterschied an geldsten Stoffen vorhanden ist, betrigt
der Gradient des osmotischen Potenzials Null und das osmotische Potenzial selbst kann fiir die
Wasserbewegung (in der Sdule) auBler acht gelassen werden. Weiters soll der Druck, unter dem die
Bodenluft steht, gleich dem atmosphédrischen Luftdruck sein. Das relative Gasdruckpotenzial ist
dann gleich Null und das Tensiometerpotenzial entspricht dem herrschenden Matrixpotenzial. Unter
diesen Bedingungen lassen sich fiir eine Bodensdule unter stationiren Verhiltnissen je nach der
Wahl der Randbedingungen bestimmte grundlegende Potenzialzustinde und -verldufe angeben, von
denen einige nun exemplarisch vorgestellt werden sollen.

Hydrostatischer Zustand:

Wenn sich das Bodenwasser in der gesamten wassergeséttigten, unten geschlossenen Séule in Ruhe
befindet, darf iiber die Tiefe kein Gradient des Gesamtpotenzials vorhanden sein. An der freien
Wasserspiegeloberfliche (Oberkante der Bodensédule) ist das Druckpotenzial definitionsgemif
gleich Null. Da das Gravitationspotenzial mit der Tiefe abnimmt, muss das Druckpotenzial im sel-
ben AusmaB zunehmen. Uber die gesamte Tiefe herrscht positiver Druck.

Bezugsniveau

w, = konstant

Abbildung 1-9:  hydrostatischer Zustand in einer Bodenséule

Ungesittigter Ruhezustand:

Wie zuvor muss das Gesamtpotenzial konstant sein. Die unten offene Sdule steht bei den gewéhlten
Randbedingungen an der Unterkante unter atmosphéarischem Druck, das Druckpotenzial muss daher
dort gleich Null sein. Weil das Gravitationspotenzial nach oben hin linear zunimmt (bei 1 m Hohe
nimmt die Potenzialhdhe y, genau um 1 m zu), muss das Druckpotenzial im selben Mal} nach oben
hin linear abnehmen, d.h. die Wasserspannung nimmt zu. Die Wassergehaltsverteilung entspricht
der Wasseranteil-Matrixpotenzial-Beziechung (Bodenwassercharakteristik). Weist der Boden bzw.
die Bodenwassercharakteristik einen geschlossenen Kapillarsaum auf, beginnt die ungeséttigte
Bodenzone nicht auf der Hohe des freien Grundwasserspiegels, sondern des geschlossenen Kapil-
larsaumes.

vertikaler Potenzialverlauf im Boden Seite 22



l//[’ Wi Of Vg

0=Az)=0(h) =
Bodenwassercharakteristik R

Bezugsniveau

Abbildung 1-10: ungesittigter Ruhezustand in einer Bodensdule

Fluss im gesittigten Zustand:

Wenn auf eine zuvor gesittigte, unten offene Bodenséule gerade soviel Wasser aufgebracht wird,
dass kein Uberstau entsteht, entspricht die aufgebrachte, infiltrierende Menge genau dem Durchlis-
sigkeitsbeiwert k;. Das Druckpotenzial ist an der Oberfldche und an der Unterkante der Saule Null.

.
>

Bezugsniveau ’

Abbildung 1-11:  Fluss im geséttigten Zustand

Da die Saule iiber die gesamte Hohe gesittigt bleibt, ist das Leitvermogen konstant. Nach dem
Kontinuititsgesetz muss in jedem Querschnitt derselbe Fluss vorhanden sein, somit muss nach dem
Gesetz von DARCY auch der Gradient des Gesamtpotenzials konstant und das Gesamtpotenzial
daher linear sein. Da auch das Gravitationspotenzial linear verlduft, muss das Druckpotenzial eben-
falls linear zwischen den beiden gegebenen Werten am oberen und unteren Ende der Séule verlau-
fen iiber die gesamte Tiefe gleich Null sein.

Fluss im ungeséttigten Zustand:

Es wird eine gleichbleibende, kleinere Menge aufgebracht als es dem Durchlédssigkeitsbeiwert ent-
spricht. Unter der Annahme, dass der Boden einen geschlossenen Kapillarsaum aufweist, muss er
im unteren Bereich der Sdule wassergesittigt sein, das kapillare Leitvermogen entspricht dort dem

vertikaler Potenzialverlauf im Boden Seite 23



Durchldssigkeitsbeiwert. Der Potenzialgradient muss daher konstant und das Druckpotenzial linear
sein. Die Neigung der Druckpotenziallinie ergibt sich aus der aufgebrachten Wassermenge. Sie ist
nach oben hin geringer als beim stationdren Ruhezustand (das Druckpotenzial nimmt nach oben hin
weniger stark ab), die Hohe der geséttigten Zone ist daher kleiner als die Hohe des geschlossenen
Kapillarsaumes beim stationdren Ruhezustand.

Im dartiber befindlichen, ungesittigten Bodenzone ist das kapillare Leitvermdgen kleiner als ;. Der
Gradient des Gesamtpotenzials muss daher grofer sein; die Neigung der Druckpotenziallinie gerin-
ger. Die Abnahme des Druckpotenzials wird zwar nach oben hin geringer, kann jedoch theoretisch
nicht Null werden. Demzufolge nimmt y, streng monoton ab; der Wassergehalt und das kapillare
Leitvermodgen werden nach oben hin kleiner. Der Gradient des Gesamtpotenzials muss daher grofer
werden, der Gradient des Druckpotenzials kleiner.

Q@ q <k, z
A
7 K
/ 0’.’
.o’
4
0=fz) /y S
(R
/ o
‘0
/
4
‘0
0= I
—n Bezugsniveau R
\d : l//

Abbildung 1-12:  Fluss im ungeséttigten Zustand

Beispiel 1-4:  Zwei Tensiometer sind mit demselben Quecksilberreservoir verbunden.

Tensiometer 1 misst in einer Tiefe von 0,4m

(= Azz) und Tensiometer 2 in einer Tiefe von -
0,8 m. Der Quecksilberspiegel im Reservoir liegt Cl B
0,1 m Uber der Bodenoberflache (= Az4). f, 5
Hohe der Quecksilbersaule des Tensiometers 1: 'l i Hg
hi1=7,5cm Az, EH Reservoir
Tensiometer 2: h,=9,0cm 7\ 2N NSNS,
a) Zeichne die Potenzialverteilung (Annahme: -
H linear mit der Hohe). g £
b) Gesucht ist die Hohe des Grundwasser- R &
spiegels. §
c) Wie sind die Quecksilbersaulen in ihrer Lage
zueinander, wenn keine Wasserbewegung U Keramikkerze

im Boden auftritt?
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Beispiel 1-5:  Zwei Standrohre sind in einem Bodenprofil abgeteuft.

Fall A) Wasserspiegel 1 und 2: z=-0,6 m
Fall B) Wasserspiegel 1: z = -0,65 m, Wasserspiegel 2: z=-0,55m

Ermitteln Sie fur beide Falle:

a) das Potenzialdiagramm (Annahme: Druckpotenzial ist eine lineare Funktion der
Hohe)

b) die Hohe des Grundwasserspiegels

c) statisches Gleichgewicht?

d) in welche Richtung bewegt sich das Wasser?

z (m)

A

1 2

Referenzniveau 0
-0,2 -
-0,4 4

06—

-0,8-

-1,0

L

-1,2

Potentialhéhe (m)
I ' | ' | L L ' I ' | ' | L | >
-1,2 10 08 -06 -04 -02 O 02 04 06 08

Beispiel 1-6:  Simulation einer stationaren gesattigten Aufwartsbewegung von Wasser

a) Zeichne ein Potenzialdiagramm entsprechend der abgebildeten Versuchs-
anordnung.

b) Bestimme den Durchlassigkeitsbeiwert, wenn der Querschnitt der Bodenprobe
A =100 cm® und der gemessene Durchfluss 180 cm®h betragt.
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Potentialhéhe (m)

[

—T 1 T T 1T T "~ 1T " 1>
0.2 0.4 0.6 0.8

Beispiel 1-7:  Einer wassergesattigten Bodensaule wird laufend von oben ausreichend
Wasser zugefiihrt, sodass sich eine konstante Uberstauhdhe ergibt.

An der Unterkante der Bodenprobe herrscht eine konstante negative Druckpotenzial-
hdhe h, (Unterdruck). Wie ist der Verlauf des Gesamtpotenzials zu konstruieren?

z
v A
ho 1
5 7
_) h04+ "‘../
57
7
&
74
Yo W /o Yy
/.
S
-
Bezugsniveau //
x = > Y
ha N |9
v I
|« h,»]

vertikaler Potenzialverlauf im Boden Seite 26



Beispiel 1-8:

Beispiel 1-9:

Eine aus zwei Schichten bestehende, unten offene Bodensaule wird

konstant Uberstaut. Der k-Wert der oberen Schicht ist 6-mal so grof3 als der der unte-

ren Schicht.

Zeichne ein Potenzialdiagramm flr die dargestellte Bodensaule unter stationaren
Verhaltnissen!

0y O

ki

04 -

0,2 1

Potentialhdhe (m)

Dicke der oberen Schicht
Dicke der unteren Schicht
Unterhalb dieser Schichten steht Grobschotter an. Die untere Schichte hat einen
3,5fachen Durchlassigkeitsbeiwert im Vergleich zur oberen. Der Wasserstand im
Feld betragt konstant 10 cm.

T T T 1T 1
0,2 0.4 0,6

10cm
70cm

T 1

0,8 1,0

Das Bodenprofil eines Reisfeldes setzt sich wie folgt zusammen:

a) Zeichne eine Potenzialdiagramm (Annahme: der Lufteintrittswert wird nicht
Uberschritten).
b) Bestimme die Filtergeschwindigkeit, wenn der k-Wert der unteren Schicht
1,2x107° m/s betragt.
c) Warum ist die Annahme in Punkt a) notwendig?
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w z (m)
A

“Wasser =~ _~

0,8

Boden 1 % .

N\ Boden 2 k,= 3,5x%k,

0,2 1

Potentialhéhe (m)
—T 1 -~ T -~ T T T T T T "1

(h=0) 0 0,2 0,4 0,6 0.8 1,0

Beispiel 1-10:  An der Unterseite einer Bodensaule herrscht eine konstante Wasserspan-
nung h,. Ist es maoglich, durch Zufuhr eines bestimmten Volumenstromes q einen
konstanten Wassergehalt Uber die Tiefe zu erzwingen?

Wenn der Wassergehalt Uber die Tiefe konstant sein soll, so mussen auch das
Druckpotenzial und das kapillare Leitvermdgen konstant sein. Wenn das Druck-
potenzial konstant und das Schwerkraftpotenzial linear ist, muss auch das Gesamt-
potenzial linear sein und der Gradient somit konstant sein und dem Gradienten des
Schwerkraftpotenzials entsprechen.

Gy  q=k(O) z
A
7 7
7 &
7
7 &
7 &
7 &
6 = konstant ¥ Yrp Yo
7 &
7 -
<h,» » o
i} 4
. 7 |
Bezugsniveau
i g A .ﬁ’ > w
<10
Ay 1)
\ A O
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Der Fluss ist daher gleich dem konstanten Produkt aus dem kapillaren Leitvermdgen
und dem Gradienten des Gesamtpotenzials, der 1 betragt. Stationare Verhaltnisse
liegen also nur dann vor, wenn die Menge, die zugefuhrt wird, genau dem kapillaren
Leitvermodgen entspricht, das der angelegten Wasserspannung h, an der Unterkante
zuzuordnen ist.

1.4.2 Matrixpotenzial

Wenn das osmotische Potenzial im Boden konstant und das Schwerkraftpotenzial bzw. die Hohe
iiber dem Referenzniveau bekannt sind, verbleibt als maB3gebliche Grofle fiir den die Bodenwasser-
bewegung bestimmenden Gradienten des Gesamtpotenzials das Tensiometer- oder Druckpotenzial.
Das Tensiometerpotenzial widerspiegelt dabei nicht nur die verschiedensten Krifte (Oberflichen-,
Adsorptions-, Quell- und Schrumpf-, lonenanziehungs-, Dipolkrifte, elektrostatische Krifte usw.),
mit denen das Wasser in der Bodenmatrix gebunden ist und die im Matrixpotenzial y,, zusammen-
gefasst sind, sondern auch den Druckunterschied, der zwischen dem Bodenluftdruck und dem atmo-
sphérischen Luftdruck besteht und der als Gasdruckpotenzial y, definiert wurde. Das Gasdruck-
potenzial ist hiufig gleich Null und damit das Druck- oder Tensiometerpotenzial gleich dem
Matrixpotenzial; Es gibt jedoch Situationen im Labor und im Feld, wo dies nicht der Fall ist (siche
Einheitsgradientenverfahren zur Bestimmung der kapillaren Leitfahigkeit bzw. Abbildung 1-13,
Drucktopf!, Komprimierung der Bodenluft durch eine vordringende geschlossene Infiltrationsfront,
Kompression des Bodenskelettes und der Bodenluft durch eine Auflast, die ein Entweichen der
Bodenluft nach oben hin verhindert (Befahren)).

Die wahre GroB3e, die die Krifte beschreibt, mit denen das Wasser im Boden gebunden ist, ist das
Matrixpotenzial (und nicht das Druckpotenzial). Die Bodenwassercharakteristik entspricht daher
der Beziehung des Wasseranteils zum Matrixpotenzial. Allerdings weist v, nur in Boden mit einer
starren Struktur einen bestimmten, im allgemeinen nicht eindeutigen Zusammenhang mit dem Was-
sergehalt des Bodens auf [KASTANEK et al., 1980]. In quellenden Bdden héingt w,, vom Wasser-
gehaltspotenzial y,, und vom Auflastpotenzial y, ab. Die Bodenwassercharakteristik (auch als
Retentions- oder Riickhaltekurve bezeichnet), die eine Arbeitslinie ist, driickt eigentlich aus, wie
viel Arbeit zuzufiihren ist, um den Boden Wasser zu entziehen, bzw. welche Matrixpotenzialdiffe-
renz auftritt, wenn der Wassergehalt von 6y auf 0, reduziert wird. Das Matrixpotenzial und die
Bodenwassercharakteristik sind unabhidngig vom dufleren Kraftfeld (Einfluss der Schwere, Zentri-
fugalkrifte) giiltig. Im Gegensatz dazu funktioniert ein klassisches Tensiometer im schwerelosen
Raum nicht.

Frither wurde der Inhalt des Begriffes ,,Matrixpotenzial* durch den Begriff ,,Saugspannung* abge-
deckt, mit dem einzigen Unterschied, dass die Saugspannung das umgekehrte Vorzeichen besitzt
und somit stets positiv ist. Anstelle der ,,Saugspannung® wird heute der Begriff Wasserspannung
fiir das positiv genommene Matrixpotenzial verwendet.

Schon 1976 stellte die Kommission der IBG fest, dass die Aufteilung des Gesamtpotenzials in ein-
zelne Teilpotenziale sehr sorgfiltig geschehen muss, weil sich die auf das Bodenwasser wirkenden,
den einzelnen Potenzialen zugeordneten mannigfaltigen Kréfte gegenseitig beeinflussen kdnnen.
Dieser Schwierigkeit ist man im Glossary of Soil Science Terms [SOIL SCIENCE SOCIETY OF
AMERICA, 1997] insofern aus dem Weg gegangen, als man das Gesamtpotenzial aus osmoti-
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schem, Schwerkraft- oder Gravitationspotenzial, Matrixpotenzial (bzw. hydrostatischem Potenzial)
und dem Gasdruckpotenzial zusammengesetzt hat —

iiber dem Grundwasserspiegel W= Yot Wet ymTy,

und unter dem Grundwasserspiegel v, = wo+y,Twity, —,

und nicht wie traditionell iiblich aus osmotischem, Schwerkraft- und Druckpotenzial (Glei-
chung 1-1). Eine weitere Unterteilung einzelner Komponenten erfolgte nicht. Der Begriff des
Druckpotenzials kommt {ibrigens {iberhaupt nicht vor.

Beispiel 1-11: Zeichne den Potenzialverlauf (yg, Wa, Ym, Wi und insbesondere das Poten-
zial, das ein Tensiometer anzeigen wurde, namlich y,!) fur jeden der unten ange-
fuhrten Falle bzw. Stadien in einer 5 cm hohen Stechzylinderprobe und in der Filter-
platte auf, die sich beide in einem Druckplattenapparat befinden!

a1) Es wird angenommen, dass die Probe soeben aus einem Wasserbad genom-
men wurde bzw. vollkommen Uberstaut war und somit noch vollgesattigt auf die
Filterplatte gesetzt wird.

a2) Es wird angenommen, dass die Probe aus a1) ausreichend Zeit vorfand um so
viel Wasser an die Filterplatte abzugeben, dass ein neuer Gleichgewichts-
zustand erreicht ist und somit kein Fluss mehr vorliegt.

a3) Es wird nicht angenommen, dass die Probe im wassergesattigten Zustand auf
die Filterplatte gesetzt wurde, sondern dass sie nach dem Kapillarimeter-
versuch mit der letzten Druckstufe w, = 20 cm WS an der Probenunterkante aus
der Filternutsche genommen und auf die Filterplatte im Druckmembranapparat
gesetzt wurde.

b1) Unmittelbar nachdem die Probe aus a1) auf die Filterplatte gesetzt wurde (ein
zwischenzeitlicher Gleichgewichtszustand wird nicht abgewartet), wird ein Luft-
druck von 50 cm WS im Drucktopf angelegt.

b2) Die Probe aus a2) wurde soeben mit 50 cm WS Luftdruck beaufschlagt.

b3) Die Probe aus a3) wurde soeben mit 50 cm WS Luftdruck beaufschlagt.

c) Nach geraumer Zeit ist ein neuer Gleichgewichtszustand bei 50 cm WS Gas-
druckpotenzial erreicht und der Versuch somit abgeschlossen.

Beispiel 1-12: Die abgebildete Messanordnung A dient zur Bestimmung der kapillaren

Leitfahigkeit nach dem Einheitsgradientenverfahren. Die mariottesche Flasche bzw.
die Hohe der Unterkante des Lufteintrittsrohres, die Austritts6ffnung und der Gas-
druck wurden dermafen eingestellt, dass bei beiden Tensiometern eine gleiche
Druckhohe h (negativ) auftrat und damit ein konstanter Druck uber die Hohe der
Bodenprobe anzunehmen ist.
Zeichnen Sie die Schwerkraft-, Druck-, Matrix- und Gasdruckpotenzialverteilung,
wenn die Unterkante der Bodenprobe bzw. die Oberseite der unteren Filterplatte als
Vergleichsebene herangezogen wird und die unten angeflihrten Werte gemessen
wurden!
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Abbildung 1-13: Verlauf der Teilpotenziale beim Einheitsgradientenverfahren zur Bestim-
mung des kapillaren Leitvermégens [KLUTE und DIRKSEN, 1986]

[L] = m Hohe der Bodenprobe

[A] = m vorhandene Druckhohe in beiden Tensiometern

[H] = m Hohe der Unterkante des Lufteintrittsrohres Uber der Vergleichs-
ebene bzw. Gesamtpotenzial an der Oberseite der oberen Filter-
platte (unter der Annahme, dass die Stromung zwischen diesen
beiden Punkten verlustfrei erfolgt)

[Hy] = m Hohe des Austrittspunktes (Abtropfpunktes) unter der Vergleichs-
ebene (negativ) bzw. Gesamtpotenzial an der Unterseite der unte-
ren Filterplatte (unter der Annahme, dass die Strémung zwischen
diesen beiden Punkten verlustfrei erfolgt)

[d = m Dicke der beiden Filterplatten

[hs] = m Gasdruck in der Bodenluft

Das Gravitationspotenzial g, betragt auf der Hohe der vereinbarten Vergleichsebene
(Unterkante der Bodenprobe bzw. die Oberkante der unteren Filterplatte) Null und
steigt nach oben hin bis zur Oberseite der oberen Filterplatte (wg = L +d = Z;) mit der
Neigung 1 und fallt mit derselben Neigung bis zur Unterseite der unteren Filterplatte
(Wg=~d = Zy).

Das Druckpotenzial y, ist Uber die HOhe der Bodenprobe konstant und weist den
(negativen) Wert h auf. Zieht man vom gegebenen Gesamtpotenzial an der Ober-
seite der oberen Filterplatte H; das Gravitationspotenzial Z; = L + d ab, verbleibt das
Druckpotenzial h; an dieser Stelle: hy = Hi— L - d. Zwischen diesem Punkt und dem
Wert h an der Unterkante der oberen Filterplatte kann linear verbunden werden.
Ebenso erhalt man das Druckpotenzial an der Unterseite der unteren Filterplatte hy,
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indem man vom gegebenen Gesamtpotenzial H, das Gravitationspotenzial, das ist

die negativ genommene Dicke d der unteren Filterplatte (Z, = —d), abzieht:

hy, = Hy+d. Zwischen diesem Wert des Druckpotenzials und dem Wert h an der

Oberseite der unteren Filterplatte ist wieder linear zu verbinden.

Das Gesamtpotenzial an der Unterseite der unteren Filterplatte ist mit dem Wert H,

gegeben, ist an der Oberseite der Platte bzw. an der Unterkante der Bodenprobe,

also an der Vergleichsebene mit gy = 0 gleich h (= Hsp), steigt von dort mit dem Gra-

dienten 1 um den Wert L an der Oberkante der Bodenprobe auf Hy = h+ L an und

weist an der Oberseite der oberen Filterplatte schlielllich den gegebenen Wert H; auf.

Das Gasdruckpotenzial v ist konstant Uber die Hohe der Bodenprobe und weist die

GroRe h, auf.

Das Matrixpotenzial w,, schlieBlich wird aus der umgeformten Gleichung 1-2 ermittelt

Wm=Wp— Wa bzw. hm=h-h,
[Am] = m Matrixpotenzialhdhe (die Wasserspannung entspricht der Matrix-

potenzialhdhe mit umgekehrten Vorzeichen)

Da sowohl h als auch h, uber die Tiefe konstant sind, ist auch h,, konstant. Weil h,

stets positiv eingestellt wird, ist das Matrixpotenzial kleiner ist als h und die Wasser-

spannung tatsachlich groRer als der Tensiometerdruck.

1.4.3 Osmotisches Potenzial

Aufgrund des Dipol-Moments der Wassermolekiile {iben diese mit dem sie umgebenden elektri-
schen Feld eine gewisse Anziehungskraft auf geloste Ionen aus und umgekehrt, sodass die Wasser-
molekiile das Bestreben haben, sich um die Ionen herum zu gruppieren und damit ihren Energie-
status zu verringern [JURY et al., 1991]. Steht eine Salzlosung mit einer hoheren Konzentration in
Verbindung mit einer Losung niedrigerer Konzentration, setzt unweigerlich eine Bewegung des
gelosten Stoffes vom Ort der hoheren Konzentration zum Ort der niedrigeren und gleichzeitig ein
Fluss des Wassers in umgekehrte Richtung ein, bis beide Orte dasselbe osmotische Potenzial
aufweisen (Isotonie). Unterschiede im osmotischen Potenzial an zwei Orten werden daher immer
ausgeglichen, selbst dann, wenn die Gesamtpotenziale beider Orte gleich sind und sich auch zeitlich
nicht dndern.

Eine Ausnahme bilden jedoch vor allem zwei natiirliche Gegebenheiten, bei denen eine Diffusions-
barriere eine Migration der gelosten Stoffe verhindert: die Oberfldche der Pflanzenwurzeln und die
Phasengrenze fliissig — gasformig bzw. der Ubergang des Bodenwassers zur Bodenluft bzw. zur
freien Atmosphire [KOOREVAAR, 1983]. Wihrend die Pflanzenwurzel als nicht ganz dichte
semipermeable Wand anzusehen ist, gehen an der Phasengrenze zwar Wassermolekiile in den gas-
formigen Zustand iiber, nicht jedoch die gelosten Salze, sodass durch die Verdunstung in der ver-
bleibenden Losung eine Aufkonzentration erfolgt.

Das Bezugssystem fiir das osmotische Potenzial enthélt definitionsgemil reines Wasser. Da Arbeit
verrichtet werden muss, um Wasser aus dem vorhandenen System in ein Bezugssystem, das sich
nur durch die Abwesenheit von geldsten Ionen unterscheidet, {iberzufithren (das Wasser muss der
Losung entzogen werden), ist der Energiestatus des Bodenwassers bzw. des vorhandenen Systems
kleiner als des Bezugssystems und das osmotische Potenzial y, immer negativ.
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Bei der Ermittlung des osmotischen Potenzials ist vom osmotischen Druck I1 aus-
zugehen, der per definitionem immer positiv ist. Eine anschauliche Erklarung fiir
den osmotischen Druck liefert die pfeffersche Zelle [VOGEL, 1999]. Man schlief3t
hierfiir ein Gefdll mit einem Steigrohr durch eine semipermeable Wand ab, fiillt es
mit der betrachteten Losung und stellt es in ein groBeres Gefdll mit reinem
Wasser. Allmidhlich dringt Wasser durch die Wand in die Zelle und bringt die
Losung im Rohr zum Steigen, bis der hydrostatische Druck der Fliissigkeitssdule
im Rohr ein weiteres Eindringen verhindert. Dieser Druck ist dann gleich dem

osmotischen Druck der Losung.

Abbildung 1-14: pfeffersche Zelle [VOGEL, 1999]

Beim Aufprall auf die semipermeable Membran iiben die gelosten Molekiile genau den gleichen
Druck aus, als sei das Losungsmittel nicht vorhanden und sie schwebten als Gasteilchen im leeren
Raum. Der osmotische Druck ist also genauso grofl wie der Druck eines Gases gleicher Teilchen-
zahldichte. Makroskopisch ausgedriickt lautet dieses Gesetz von van't HOFF wie die ideale Gas-
gleichung [VOGEL, 1999] [JURY et al., 1991]

I[1=CsqRT (1-3)

[ﬁ ] =Pa Néherungswert fiir den osmotischer Druck

[Cs.] =mol'm~ Molaritit, (Stoffmengen-)Konzentration der Salzlosung. Wenn der geldste Stoff
in Ionen dissoziiert, ist dies bei der Stoffmengenkonzentration zu beriicksichti-
gen. Na'Cl z. B. erzeugt den doppelten osmotischen Druck, als wenn es in Form
von NaCl-Molekiilen geldst wire.

[R] =JK"'mol'=Pam>K "mol™" universelle Gaskonstante; R = 8,314510J-K "mol’

[7T] =K Temperatur in Kelvin

Eine Abschitzung des osmotischen Druckes einer gesittigten Bodenwasserlosung ist mit Hilfe einer
Messung der elektrischen Leitfdhigkeit moglich [OR und WRAITH, 1997a]:

I1=36ECs (1-4)

[[I] =kPa osmotischer Druck einer geséttigten Losung
[ECs] =dS'm ' elektrische Leitfahigkeit einer gesittigten Losung

Beispiel 1-13: Berechne naherungsweise den osmotischen Druck einer 0,01-molaren
Salzsaure-LOosung bei einer Temperatur von 300 K (= 26,85 °C) [JURY et al., 1991].

Die Molaritat wird normalerweise in mol-dm™ angegeben, d.h. eine 0,01-molare
Lésung besitzt 0,01x10° mol Salzsdure pro m® Lésung. Aus Formel 1-3 ergibt sich

~

T =10%8,3145%300 = 24900 Pa = 0,249 bar.
Wenn in einem Liter 0,01 mol Salzs&ure enthalten ist, sind gleichzeitig 0,01 mol H*-
lonen und 0,01 mol CI -lonen dissoziiert enthalten. Das heif3t, dass der osmotische
Druck von 0,249 bar sowohl vom Wasserstoff- als auch vom Chlorid-lon verursacht
wird. Der osmotische Druck 0,01-molarer Salzsaure betragt daher 2x0,249bar =
0,499 bar.
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Das osmotische Potenzial y, kann als Folge des osmotischen Druckes /7 angeschrieben werden als

__ 11

Vo PSL
[wo] =Tkg' osmotisches Potenzial
[/I] =Pa osmotischer Druck
[ps.] =kgm™>  Dichte der Salzlosung, zumeist nur geringfiigig groBer als die reinen Wassers

- Cs. R T

bzw. mit der Naherung fiir /7 Wo = _S,LoT (1-5)
[,] =Tkg' angendhertes Potenzial in der Einheit der auf die Masse bezogenen Energie

MICHEL und RADCLIFFE [1995] haben in einem Fachartikel die funktionelle Abhéngigkeit des
osmotischen Potenzials von der Losungskonzentration und der Temperatur fiir insgesamt vier ver-
schiedene Stoffe — Mannitol (ein 6-wertiger Alkohol), Natriumchlorid, Kaliumchlorid und fiir
Zucker — in einem Softwareprogramm dargestellt. Ausgangspunkt fiir die Ermittlung von y, ist die
Néherungsgleichung 1-5. Im Folgenden steht der Index SL fiir die Losung, L fiir das Losungsmittel
und S fiir den Stoff; beziiglich der Konzentrationseinheiten siehe Tabelle 7-2.

Das Verhiltnis des gesuchten exakten Wertes y, zum Néherungswert y, wurde durch die Einfiih-
rung eines dimensionslosen osmotischen Koeffizienten ¢ beriicksichtigt. Ein Problem stellte die
Angabe der Losungskonzentration dar, die in Gl. 1-5 durch die Molaritit festgelegt ist. Eine Stoff-
16sung bestehend aus der Losungsmittelmasse m;, und der Stoffmasse mg besitzt bei unterschiedli-
cher Temperatur unterschiedliche Dichte und damit unterschiedliches Losungsvolumen. Das bedeu-
tet, dass die Molaritit der Losung (Quotient aus Stoffmenge und Lésungsvolumen; die Stoffmasse
ms ist das Produkt der Stoffmenge n und der molaren Masse: mg=n-M) temperaturabhingig ist.
Hingegen ist die Molalitét (Quotient aus Stoffmenge und Losungsmittelmasse) konstant. MICHEL
und RADCLIFFE geben daher die gewiinschte Losungskonzentration durch die Molalitit an. Zur
Umrechnung der Molalitit in die Molaritdt bendtigt man die Massenkonzentration oder Partial-
dichte des Losungsmittels p;:

Stoffmenge Stoffmenge Losungsmittelmasse nn_m
- = . . X . bZW, 5 = X7
Losungsvolumen Losungsmittelmasse  Losungsvolumen Vo mp Vs

oder Molaritdt = MolalitatxPartialdichte

Um p; ermitteln zu kdnnen, miisste das Losungsvolumen Vy;, und die Wassermasse m; bekannt sein
(nebenbei gilt p;, =my/Vsy = psp —ps = (ms+mp)/ Vs, —ms/Vsr); dann kann aber die Molaritdt unmit-
telbar angegeben werden: Molaritdt = Molalitdtxm;/Vs,. Eine Berechnung von p; ist selbst dann
nicht moglich, wenn neben der Molalitdt auch die Dichte der Losung bekannt ist (die zwei Glei-
chungen Molalitit = mgs/(M -m;) und ps; = (ms+my)/Vs, beinhalten drei Unbekannte). Die beiden
Autoren haben nun die Partialdichte des Losungsmittels durch das Produkt aus der Dichte reinen
Wassers und einem Korrekturkoeffizienten ersetzt, der im osmotischen Koeffizienten ¢ berticksich-
tigt und damit aus der Gleichung eliminiert wurde. Zur Formulierung der Abhdngigkeit der Dichte
von der Temperatur ¢ in °C benutzten sie ein Polynom vierten Grades (vergl. Anhang ab S. 213):
pw=998.7+659,68x10 "t — 872,2x107>¢* +756,6x10 "¢> — 449x10 *-¢*.
Fiir das gesuchte Potenzial erhédlt man schlie8lich

Wo=—Cs; "R Tpyg (1-6)
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[Wol

= Pa osmotisches Potenzial, als Druck angegeben

[Cs.'] =mol'kg™" Molalitit; Konzentration der Salzldsung

[R]

[7]

= J-mol K universelle Gaskonstante, R = 8,314510J-mol "K'
Die beiden Autoren benutzten R in der Form
R=28314510x10 °m’>MPa'mol "K' (1 m*MPa=1M]I)

=K Temperatur in Kelvin

[pw] =kgm>  Dichte reinen Wassers, geringfiigig temperaturabhingig

(o]

=dim.los osmotischer Koeffizient. Da p; = pw - Vi/Vs. bzw. mp/ Vs, = (mp/Vi)-(Vi/Vsr) ist,
lautet die theoretische Bestimmungsgleichung fiir den osmotischen Koeffizien-

Y,
ten nach MICHEL und RADCLIFFE ¢ = Jz— Ve

Die Hauptschwierigkeit bestand in der Eruierung der osmotischen Koeffizienten (fiir unterschiedli-
che Temperaturen), die MICHEL und RADCLIFFE teilweise aus Literaturwerten und zum Teil aus
eigenen Untersuchungen gewonnen wurden. Der funktionale Zusammenhang mit der Temperatur

wurde schlieflich im Programm SPMM zusammengefasst. Stellvertretend seien die Resultate fiir

eine Steinsalzlosung und eine Zuckerldsung bei unterschiedlichen Konzentrationen und bei den

zwei Temperaturen 20 °C und 10 °C in der Tabelle 1-4 angefiihrt. Eine wichtige Erkenntnis aus den

Werten dieser Tabelle ist die betrdchtliche GroBenordnung des osmotischen Potenzials schon bei

relativ geringen Konzentrationen (1 MPa = 10 bar = 100 m WS).

Beispiel 1-14: Bei welcher Speisesalzkonzentration (Zimmertemperatur) entspricht das

osmotische Potenzial etwa dem Tensiometerpotenzial beim Welkepunkt?

Haufig wird angenommen, dass der Welkepunkt etwa bei einer Wasserspannung von
15 bar bzw. einem Matrixpotenzial von w, = —-15bar im Boden auftritt (ob Pflanzen
bei einem Tensiometerdruck p; = 15bar und /1= 0 gleichermalRen Welkerscheinun-
gen zeigen wie bei p; = 0 und 1= 15 bar, sei dahingestellt). Setzt man im Programm
SPMM fir die Temperatur t = 20 °C, flr den gelosten Stoff NaCl, fir das osmotische
Potenzial w, = —1,5 MPa und fur das gewunschte Volumen der Lésung Vs, = 1000 ml
ein, so ergibt die Berechnung 19,59 Speisesalz pro 1000 ml Lésung. Typisches
Meerwasser weist etwa 36 g/l auf (siehe S. 182).

Im Vergleich zur erforderlichen Konzentration von 19,5 g/l NaCl fur ein osmotisches
Potenzial von —15bar ist eine physiologische Kochsalz-Lésung mit etwa 9 g/| NaCl
isotonisch [VOGEL, 1999].
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Tabelle 1-4:  Abhéngigkeit des osmotischen Potenziales einer Steinsalzlosung und einer Zucker-
16sung von der Konzentration bei 10 und bei 20 °C

pr.....Dichte von Wasser (g/ml) msm; .....Masse Stoff / Masse Wasser
@......osmotischer Koeffizient (-) myqisms ..verdrangte Wassermasse / Masse Stoff (g/g)
Yo ....osmotisches Potenzial (MPa) V,4sms...verdrangtes Wasservolumen / m Stoff (ml/g)
m....Wassermasse (g) im angegebenen Losungsvolumen Vs,

Vs....angegebenes Volumen der Losung (ml) 1MPa=101,9m WS

NaCl-Lésung, t=20°C

| Cs' | Cs [mym| ¢ |miggmslViasms| wo | ms | m | Vs

molikg| mol/l | _glg | - | g/g | mlig | MPal g | g __ml
0,99823| 0,171 | 0,170 | 0,010 | 0,926 | 0,293 | 0,294 | -0,77 | 10,0 | 995,3 | 1000,
0,99823| 0,342 | 0,340 | 0,020 | 0,918 | 0,297 | 0,297 | -1,63 | 19,8 | 992,3 | 1000,
0,99823| 0,684 | 0,675 | 0,040 | 0,923 | 0,303 | 0,304 | -3,07 | 39,5 | 986,3 | 1000,
0,99823| 1,027 | 1,006 | 0,060 | 0,935 | 0,309 | 0,310 | -4,67 | 58,8 | 980,0 | 1000,
0,99823| 1,369 | 1,333 | 0,080 | 0,948 | 0,315 | 0,316 | -6,32 | 77,9 | 973,7 | 1000,
0,99823| 1,711 | 1,655 | 0,100 | 0,966 | 0,320 | 0,321 | -8,04 | 96,7 | 967,2 | 1000,
0,99823| 1,882 | 1,814 | 0,110 | 0,976 | 0,323 | 0,323 | =8,94 | 106,0 | 964,0 | 1000,
t=10°C
0,99973| 0,171 | 0,171 ] 0,010 | 0,976 | 0,272 | 0,272 | =0,79 | 10,0 | 997,0 | 1000,
0,99973| 0,342 | 0,340 | 0,020 | 0,976 | 0,276 | 0,276 | =1,57 | 19,9 | 994,2 | 1000,
0,99973| 0,684 | 0,676 | 0,040 | 0,976 | 0,284 | 0,284 | -3,14 | 39,5 | 988,5 | 1000,
0,99973| 1,027 | 1,009 | 0,060 | 0,976 | 0,291 | 0,291 | -4,71 | 59,0 | 982,6 | 1000,
0,99973| 1,369 | 1,336 | 0,080 | 0,976 | 0,298 | 0,298 | -6,29 | 78,1 | 976,5 | 1000,
0,99973| 1,711 | 1,660 | 0,100 | 0,976 | 0,304 | 0,304 | -7,86 | 97,0 | 970,3 | 1000,
0,99973| 1,882 | 1,820 | 0,110 | 0,976 | 0,307 | 0,307 | -8,64 | 106,4 | 967,1 | 1000,

Zuckerlosung, t=20°C

p_| C | Cs [msm| @ |mgemgViasms wo | ms | m | Vs
g/ml

molikgl mol/l | _glg | - | g/g | mlig | MPal g | g __ml

0,99823| 0,146 | 0,141 | 0,050 | 1,013 | 0,615 | 0,616 | -0,36 | 48,4 | 968,4 | 1000,
0,99823] 0,292 | 0,275 | 0,100 | 1,026 | 0,616 | 0,617 | =0,73 | 94,0 | 940,3 | 1000,
0,99823] 0,584 | 0,519 | 0,200 | 1,053 | 0,617 | 0,618 | =1,50 | 177,7 | 888,6 | 1000,
0,09823] 0,876 | 0,738 | 0,300 | 1,080 | 0,618 | 0,619 | =2,30 | 252,6 | 842,1 | 1000,
0,99823] 1,169 | 0,935 | 0,400 | 1,109 | 0,619 | 0,620 | =3,15 | 320,1 | 800,2 | 1000,
0,99823] 1,461 | 1,113 | 0,500 | 1,140 | 0,620 | 0,621 | -4,05 | 381,0 | 762,1 | 1000,
0,99823] 1,753 | 1,275 | 0,600 | 1,172 | 0,621 | 0,622 | =5,00 | 436,4 | 727,3 | 1000,
0,99823] 1,899 | 1,350 | 0,650 | 1,189 | 0,621 | 0,622 | =5,49 | 462,2 | 711,1 | 1000,
t=10°C
0,99973] 0,146 | 0,142 | 0,050 | 1,014 | 0,610 | 0,610 | =0,35 | 48,5 | 970,1 | 1000,
0,99973] 0,292 | 0,275 | 0,100 | 1,029 | 0,611 | 0,611 | =0,71 | 94,2 | 942,2 | 1000,
0,99973] 0,584 | 0,520 | 0,200 | 1,058 | 0,612 | 0,612 | -1,46 | 178,1 | 890,7 | 1000,
0,99973] 0,876 | 0,740 | 0,300 | 1,088 | 0,613 | 0,614 | —2,24 | 253,3 | 844,3 | 1000,
0,99973| 1,169 | 0,938 | 0,400 | 1,119 | 0,615 | 0,615 | -3,08 | 321,0 | 802,4 | 1000,
0,99973] 1,461 | 1,117 | 0,500 | 1,152 | 0,616 | 0,616 | —3,96 | 382,2 | 764,4 | 1000,
0,99973| 1,753 | 1,279 | 0,600 | 1,188 | 0,617 | 0,617 | —4,90 | 437,8 | 729,6 | 1000,
0,99973] 1,899 | 1,355 | 0,650 | 1,207 | 0,617 | 0,618 | =5,39 | 463,7 | 713,4 | 1000,
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Beispiel 1-15:  Welchen osmotischen Druck bewirkt ein Bewasserungswasser mit Zim-
mertemperatur, in dem nur die lonen Natrium und Chlorid enthalten sind, Chlorid
allerdings in der hochstzulassigen Konzentration und Natrium in einer anteilsmallig
dem Speisesalz entsprechenden?

In den Empfehlungen fur Bewasserungswasser [1992] findet sich in Tabelle 7 fir die
unterste Kategorie ,starke Schadigung durch Chloride ein Gehalt von > 280 mg/l. Da
Natrium eine relative Atommasse von A,(Na) = 22,990 und Chlor eine solche von
A, (Cl) = 35,453 besitzt, muss in Salzwasser
280x%22,990/ 35,453 = 181,6 mg/l Natrium

enthalten sein. Es sind also 280 + 181,6 = 461,6 mg/l bzw. weniger als ein halbes
Gramm Speisesalz in einem Liter Losung enthalten. Im Vergleich dazu weist typi-
sches Meerwasser einen Gehalt von 36g Salz pro Liter Meerwasser auf (siehe
S. 182) (osmotisches Potenzial dieses Meerwassers bei 15°C, wenn der gesamte
Salzgehalt auf NaCl beruhen wirde: -27,3 bar). Fur die Eingabe im Programm von
MICHEL und RADCLIFFE ist das Verhaltnis g Salz/ g Wasser erforderlich; es ist
daher zu ermitteln, mit wie viel g Wasser das Speisesalz aufzufillen ist, um 1000 ml
Ldésung zu erhalten. Da die genaue Dichte von Salzwasser mit der gegebenen
Konzentration zwar unbekannt, aber jedenfalls grof3er ist als die reinen Wassers,
mussen 462 mg geldstes Speisesalz weniger als 0,46 ml Volumen einnehmen. Das
Wasservolumen betragt demnach rund 999,6 ml und die Masse 999,6x0,99821 =
997,81 g (Dichte von reinem Wasser bei 20 °C siehe Tabelle 7-9 auf S. 181). Das
Massenverhaltnis in der Loésung betragt demnach 0,46157/997,81 =
0,0004626 g NaCl/g H20. Das Programm SPMM liefert flr diese Konzentration einen
osmotischen Druck von 0,04 MPa bzw. 0,4 bar. Allerdings ist der Berechnungsansatz
im Programm bei geringen Konzentrationen mit einem grolReren Fehler behaftet.

Ob die hohe Natrium-Konzentration von rund 180 mg/l im Bewasserungswasser eine
Pflanzenschadigung hervorrufen wurde, hangt nicht zuletzt vom SAR-Wert ab.

Durch die Einbeziehung des osmotischen Potenzials miissen zwei unterschiedliche Bedingungen fiir
den stationdren Ruhezustand der Wasserkomponente formuliert werden [KOOREVAAR, 1983]:

Grundsatzlich findet gemifB der Potenzialtheorie dann kein Fluss statt, wenn kein Gradient des
Gesamtpotenzials (das osmotische Potenzial miteinschlieBend) vorhanden ist. Daraus wiirde folgen,
dass zwischen Punkten mit unterschiedlichem osmotischem Potenzial, aber gleichem Gesamtpoten-
zial (der Unterschied im osmotischen Potenzial entspricht dem Unterschied im Druck- und/oder
Schwerkraftpotenzial zwischen den zwei Punkten) keine Stromung vorliegt. Wenn sich die geldsten
Salze bzw. die Losung frei im Boden bewegen konnen, wird jedoch immer durch die Diffusion eine
Bewegung von Salzpartikel zum Punkt mit der geringeren Konzentration und im Gegenzug eine
Bewegung des Wassers vom Punkt mit der geringeren Konzentration zum Punkt mit der hdheren
Konzentration stattfinden, sodass sich iiber kurz oder lang ein Konzentrationsausgleich einstellt. Ein
stationdrer Ruhezustand liegt also nur dann vor, wenn im gesamten betrachteten Gebiet konstantes
osmotisches Potenzial herrscht. Da auch das Gesamtpotenzial konstant sein muss, muss daher auch
das hydraulische Potenzial als Summe des Druck- und des Schwerkraftpotenzials konstant sein.
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Sind die Punkte durch eine semipermeable Barriere getrennt, so geniigt es, wenn das Gesamt-
potenzial gleich ist. Das osmotische Potenzial kann hierbei durchaus unterschiedlich sein. Das ist
z.B. in trockenen Tonbdden der Fall, wobei das Bodenwasser in isolierten kleinen Poren oder Dop-
pelschichten gespeichert ist und iiber die Gasphase transportiert werden miisste.

Ein interessantes Verhalten zeigen zwei Fliissigkeiten mit unterschiedlichen Losungskonzentratio-
nen, wenn sie durch eine semipermeable Wand getrennt sind, die Wasser ungehindert und Salze
bzw. geloste Stoffe sehr eingeschriankt durchtreten liasst [KOOREVAAR, 1983] (Abbildung 1-15).
Aufgrund des osmotischen Potenzialgradienten bewegt sich eine Teilmenge des reinen Wassers
relativ rasch durch die Membran und fiihrt zu unterschiedlichen Wasserstinden in den
Behilterhélften. Die Wasserspiegeldifferenz entspricht dem Unterschied der osmotischen Potenzia-
le der beiden Fliissigkeiten. Gleichzeitig setzt eine langsame diffusive Bewegung des gelosten
Stoffes von der hoch konzentrierten Losung in das reine Wasser ein. Nachdem durch die Wasser-
bewegung relativ rasch ein Ausgleich in den beiden Gesamtpotenzialen erfolgt ist, ist immer noch
ein erheblicher Unterschied in den Losungskonzentrationen vorhanden. Der geldste Stoff wandert
daher weiterhin von der Losung mit der hoheren Konzentration zu der mit der geringeren und
bewirkt gleichzeitig eine geringe Wasserstromung, die die Verdnderungen im osmotischen
Potenzial laufend ausgleicht. Erst nach ldngerer Zeit ist in beiden Losungen dieselbe Konzentration
und derselbe Wasserspiegel vorhanden, sodass kein Transport mehr durch die teildurchldssige
Trennwand erfolgt.

semipermeable Membran

S ~ 2
reines - - —
Wasser -~ - - schwaqh _—
R "~ konzentrierte " - -
I - Losung -~
Wasser Wasser
geloster Stoff geloster Stoff

mittel

- 2 : konzentrierte_':.::_.
- Losung =

Abbildung 1-15: Verhalten zweier durch eine teildurchldssige Wand getrennter Fliissigkeiten

Es gibt seit langem Bestrebungen, den Messbereich von Tensiometern iiber eine Wasserspannung
von etwa 8 m hinaus durch Verwendung von osmotischen Fliissigkeiten betridchtlich zu vergroBern.
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Jene scheiterten bislang an der unzureichenden Haltbarkeit der semipermeablen Membranen zur
Verhinderung der Migration der groBmolekularen Ionen in den Boden.

1.4.4 Potenzial des Wasserdampfes

Das Wasser im Boden (als auch in den Spaltoffnungen der Blitter) liegt im allgemeinen in der fliis-
sigen Phase als Bodenwasserlosung (bzw. als Pflanzensaft) und in der Gasphase als Wasserdampf
vor. Ddmpfe sind per definitionem Gase, die entweder mit ihrer fliissigen Phase in Verbindung ste-
hen (Nassdampf) oder sich in der Nihe ihrer Verfliissigung befinden [HOHMANN, 1971]. Sie
unterscheiden sich demnach von den sonstigen, nicht kondensierenden Gasen dadurch, dass sie im
betrachteten Druck- und Temperaturbereich — also z. B. unter Atmosphérenbedingungen — als reine
fliissige oder feste Phase ausfallen kénnen.

Das fiir die Bewegung des fliissigen Wassers im Boden grundlegende Potenzialkonzept kann auch
als Basis flir den Phaseniibergang und fiir den Transport in der Gasphase angesehen werden. Der
Transport des Wasserdampfes in der Gasphase beruht so wie der Transport von Komponenten von
Gasgemischen im Allgemeinen auf zwei Prozessen. Wihrend die treibende Kraft fiir die Konvek-
tion (auch als Massenfluss bezeichnet) der Gradient des Gasgesamtdruckes ist, beruht die Diffusion
auf dem Gradienten des Wasserdampfpartialdruckes, kurz des Dampfdruckes p [HILLEL, 1998].
Der Dampfdruck p ist auch eine wesentliche Zustandsgrofle fiir die quantitative physikalische
Beschreibung des Phaseniiberganges bzw. der Verdunstung, doch ist hierfiir die Kenntnis des
kompletten thermodynamischen Systems erforderlich. Deshalb wird im weiteren — im Gegensatz
zur Wasserbewegung in der fliissigen Phase — auf eine Beschreibung bzw. physikalische
Modellierung des Phaseniiberganges verzichtet und die Bewegung von Stoffen in der Gasphase nur
im Rahmen des Stofftransportes behandelt (siche Kapitel 5.2). Mit dem weiter unten vorgestellten
Potenzial des Wasserdampfes kann ohne ein dynamisches Modell allerdings ausgesagt werden, ob
ein Nettofluss zwischen der fliissigen und der Gasphase stattfindet oder nicht.

Reines, fliissiges Wasser befinde sich in einem Gefd3, das nach oben gegen die Atmosphédre geoff-
net sei, und bilde eine freie Oberfliche aus. Wenn gleich viele Molekiile die Fliissigkeitsoberfliche
verlassen und in den gasformigen Zustand der Umgebungsluft iibertreten wie umgekehrt Wasser-
dampfmolekiile in der feuchten Luft kondensieren und in die Fliissigkeit im Gefal} eintreten (der
Nettofluss zwischen den Phasen betrdgt Null), ist die Luft unmittelbar tiber der Wasseroberfliche
wasserdampfgesattigt. Der Partialdruck des Wasserdampfes entspricht definitionsgemdll dem Sdtti-
gungsdampfdruck ps iiber einer freien Wasseroberfliache. Ist der aktuelle Dampfdruck p bei dersel-
ben Temperatur hingegen niedriger, ist die Luft ungeséttigt; das Potenzial des Wasserdampfes ist
kleiner als das des fliissigen Wassers. Das Verhéltnis p/ps wird als relative Luftfeuchtigkeit RH
bezeichnet. Die Wassermolekiile in der fliissigen Phase werden so lange verdampfen bzw. in die
Gasphase iibertreten, bis wieder ein neues Potenzialgleichgewicht hergestellt bzw. bis wieder der
Sattigungsdampfdruck erreicht ist. Die Fugazitdt von Wassermolekiilen, also die Tendenz sich aus
der Fliissigkeit zu befreien, hingt von der Temperatur, dem Atmosphérendruck, dem Potenzial des
Wassers in der fliissigen Phase und dem Fremdstoffgehalt in der Oberflache ab. Das im Meniskus
einer Kapillaren gehaltene Wasser besitzt infolge der Oberflichenspannung ein negatives Druck-
potenzial y, <0 bzw. ein kleineres Gesamtpotenzial als eine freie Oberfliche und muss demnach
geringere Fugazitit aufweisen. Dementsprechend ist liber einem Meniskus auch der Dampfdruck
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geringer [FLUHLER, 1991]. Dasselbe gilt auch fiir osmotische Losungen. Das wird durch die fol-
gende Abbildung 1-16 veranschaulicht und durch die anschlieBende Herleitung physikalisch belegt.
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Abbildung 1-16:  Fugazitit von Wassermolekiilen [FLUHLER, 1991]

MARSHALL et al. [1996] leiten die Zusammenhénge zwischen dem reduzierten Sattigungsdampf-
druck und dem Tensiometerdruck bzw. dem osmotischen Druck mit Hilfe eines sehr anschaulichen
Gedankenmodells her. VOGEL [1999] beschreibt denselben Sachverhalt unmittelbar als Lehrsatz
der kinetischen Gastheorie, wonach das Verhéltnis der Teilchenzahldichten und damit der Partial-
driicke an zwei Orten eine Funktion der Differenz der potentiellen Energien an diesen beiden Orten
gemil der Boltzmann-Verteilung ist. Im folgenden soll allerdings die Herleitung von KOOREVAR
et al. [1983] nachvollzogen werden.

Dem Potenzialkonzept zufolge findet genau dann kein Nettofluss zwischen der fliissigen und der
gasformigen Phase statt, wenn das Gesamtpotenzial in beiden Phasen gleich ist. Wasserdampf
besteht aus reinem Wasser und hat definitionsgemif3 ein osmotisches Potenzial gleich Null. Sein
Gesamtpotenzial ist daher nur durch den Dampfdruck und durch seine Lage im Schwerefeld
definiert. Das Druckpotenzial eines Fluids mit verdnderlicher Dichte lautet

1
wp=f;dp- (1-7)

Das ideale Gasgesetz wird nun dazu benutzt, die Dichte als eine Funktion des Druckes darzustellen
und im Potenzial zu ersetzen:

N4
pV=nRT — nZ%

[p] =Pa Dampfdruck

V] =m’ Volumen

[7] =mol Stoffmenge

[R] = Jmol "K' universelle (molare) Gaskonstante; R = 8,314510 J-mol "K'
= emperatur
7] =K Temp
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M
In die Beziehung fiir die Dichte p= n7

[M] =kgmol ' molare Masse; fiir Wasserdampf: M = 18,015x10 " kg-mol ' (siche Formel 7-1)
[p] =kgm” Dichte
wird der aus dem Gasgesetz gewonnene Ausdruck fiir n eingesetzt

_pV M pM
P=RT V™ RT

R-T
und damit das Druckpotenzial (1-7) formuliert: , = fmdp .

Fiir das Gesamtpotenzial Wi Dampf = Wp T Wg
o R-T R-T
ergibt sich daher: Wi Dampf = jﬁldp tgz="r ‘Inp+gz+C. (1-8)

C ist hierbei eine Integrationskonstante, die sich aus dem Vergleichsniveau fiir den Energieinhalt
ergibt. Ist der Partialdruck des Wasserdampfes gleich dem Séttigungsdampfdruck (p = ps), muss
Gleichung 1-8 fiir ¥ pampr genau das Gesamtpotenzial an einer freien Wasserspiegeloberfliache
Wiflissig llefern, weil nur unter dieser Bedingung kein Phasen-Nettofluss stattfindet (was wegen
p = ps gefordert ist). Durch diese Gleichsetzung kann C bestimmt werden durch

R-T

Wtﬂﬁssig:g'Z:V/tDamprW'lnpS"i_g'Z—i_C- (1'9)
R-T
C=—7-lnps. (1-10)
R-T
Gl. 1-10 in 1-8 eingesetzt liefert Wi Dampf = W-In (ﬁ)vtg-z. (1-11)

Damit ist der funktionale Zusammenhang zwischen dem Dampfgesamtpotenzial und der relativen
Luftfeuchtigkeit hergestellt. Fiir die Gegebenheiten des Bodenwassers ist das Gesamtpotenzial der
freien Wasserspiegeloberfliche (y; issie = g z) durch jenes des Bodenwassers, also der Summe aus
Druckpotenzial und osmotischem Potenzial zu ersetzen. Wenn kein Nettofluss zwischen den Phasen
auftreten soll, muss an der Phasengrenze zwischen der Bodenwasserlosung und der Bodenluft
ebenfalls ein Gleichgewicht herrschen, also

1 (or—1IT) R-Tl (ps*j (1-12)
— (pr—I1)=—In|== || -
Pw T M Ps
[pr] =Pa Tensiometerdruck, im allgemeinen negativ
[[I] =Pa osmotischer Druck (immer positiv)
[ps] =Pa reduzierter Sattigungsdampfdruck iiber einem Kapillarmeniskus der
Bodenwasserldsung

Die Auflosung der Gleichung 1-12 nach dem Verhéltnis des reduzierten Séttigungsdampfdruckes
zum Sittigungsdampfdruck tiber einer freien Oberfldche liefert

s =11 _M
Smoel R 0-13

und fiir den reduzierten Séttigungsdampfdruck

* T_H M
o1
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Um zu konkreten Werten fiir das Verhiltnis ps /ps zu gelangen, wird eine Temperatur von 20 °C
bzw. 20+273,15=293,15K gewihlt. Die Dichte von Wasser betrdgt hierfiir laut Tabelle 7-9
pw=99820kg'm >, R=28,314510J'mol "K' und Mipo = 18,015x10> kg:mol™" (laut Formel 7-1).
Das Einsetzen dieser Grof3en in die Gleichung 1-13 liefert

1(&*)_;77—17. 18.015x10°
B ps )~ 998,20 8,314510%x293,15" 2

In (%) = 7,404x10°Pa” - (pr—1I1)

bzw. ’;—S = exp (7,404x10°Pa - (py—IT))|  fiir 1=20°C. (1-14)
S

Der Quotient aus pg* und pys darf nicht mit der relativen Luftfeuchte RH verwechselt werden. Er
beschreibt lediglich, wie sich pg* und pg bei bestimmten Tensiometer- und osmotischen Driicken pr
und /7 zueinander verhalten — unabhidngig davon, wie grof3 der aktuelle Dampfdruck p tatséchlich
ist. Die Kenntnis von p7 und /7 und Gleichung 1-14 reichen nicht aus, um RH zu ermitteln; hierfiir
missen alle bestimmenden Parameter fiir den Phaseniibergang und der gesamte aktuelle thermody-
namische Zustand bekannt sein. Fiir einen speziellen Zustand allerdings, ndmlich wenn die Netto-
verdunstung Null ist und demzufolge zwischen dem Bodenwasser und dem Wasserdampf in der
Boden- bzw. in der Atmosphirenluft Gleichgewicht herrscht, kann aus der mathematischen
Beschreibung des Phaseniibergangs eine sehr einfache Beziehung abgeleitet werden. Fiir diesen
Spezialfall — und nur fiir diesen — gilt

RH =£x100 =Ex100. (1-15)
Ps Ds
[RH] =% relative Luftfeuchtigkeit
[p] =Pa aktueller Dampfdruck in der Boden- bzw. in der Atmosphérenluft
[ps] =Pa Sattigungsdampfdruck iiber einer freien Oberflédche reinen Wassers
[ps] =Pa reduzierter Sattigungsdampfdruck

Ist der aktuelle Dampfdruck p in der Bodenluft kleiner als der reduzierte Sittigungsdampfdruck ps”
und demzufolge auch RH/100 < ps'/ps, verdunstet Bodenwasser, wihrend es bei ps < p < ps schon
zur Kondensation bzw. Taubildung im Boden kommt, in der freien Atmosphére iiber einer freien
Wasseroberflache hingegen immer noch Verdunstung stattfinden kann.

Die sehr kleine Konstante im Exponenten der Gleichung 1-14 bewirkt, dass der reduzierte Satti-
gungsdampfdruck selbst bei sehr grolen Wasserspannungen bzw. sehr kleinen (stark negativen)
Tensiometerdriicken und sehr groen osmotischen Driicken nur wenig kleiner ist als der Dampf-
druck tber einer freien Wasseroberflaiche. Umgekehrt bediirfen selbst hohe Luftfeuchtigkeiten (p
nahe ps) bereits gewaltiger Wasserspannungen fiir ein Gleichgewicht, wie in der nachfolgenden
Abbildung 1-17 ersichtlich ist. Wenn der vorhandene aktuelle Dampfdruck p in der Bodenluft klei-
ner ist als der reduzierte Sattigungsdampfdruck ps” (das Gesamtpotenzial ist in der fliissigen Phase
ist kleiner als dasjenige in der Gasphase) und das mit negativem Vorzeichen behaftete Tensiome-
terpotenzial groBer (bzw. die Saugspannung kleiner) wird, ndhert sich der reduzierte Sattigungs-
dampfdruck stirker ps, die Untersittigung, die Fugazitat, der Phaseniibergang von der Fliissigkeit in
den Dampfzustand und letztlich die Nettoverdunstung steigt; umgekehrt kommt die Nettoverduns-
tung zum Erliegen, wenn pr sinkt und sich ps dem aktuellen Dampfdruck und damit dem Gleich-
gewichtszustand nihert.
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Der Boden kann das Wasser schon bei geringsten Untersittigungen (z. B. infolge des advektiven
Eindringens trockenerer Luftmassen) nicht mehr in der fliissigen Phase halten, und der mit der
Untersittigung sehr stark steigende Potenzialunterschied sorgt (bei ausreichender thermischer
Energiezufuhr) fiir ein ebenso starkes Ansteigen der Nettoverdunstung. An und fiir sich wére — wie
bereits festgehalten — die Verdunstung von einer freien Oberfliche (mit pr=0) immer groBer als
von einem Meniskus einer Kapillaren mit hingender Wassersaule [MARSHALL et al., 1996], doch
der schlechte diffusive und advektive Abtransport des Wasserdampfes sorgt genau so wie bei der
CO;-Konzentration dafiir, dass die relative Feuchtigkeit der Bodenluft zumeist wesentlich hoher
liegt als in der freien Atmosphire.
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Abbildung 1-17: Zusammenhang relative Luftfeuchtigkeit in der Bodenluft — Druckpotenzial im
Bodenwasser (ohne geldste Salze) im Gleichgewichtszustand

Beispiel 1-16: Mit welcher relativen Luftfeuchtigkeit ist in der Bodenluft zu rechnen, wenn
der Bodenwassergehalt etwa dem Welkepunkt entspricht?

Setzt man den Welkepunkt bei 15 bar an und nimmt man ferner an, dass kein osmo-
tischer Druck vorhanden ist und Bodenluft und Bodenwasser im Potenzialgleichge-
wicht sind, so entspricht die relative Luftfeuchtigkeit dem Verhaltnis des reduzierten
Sattigungsdampfdruckes zum Sattigungsdampfdruck gemaf Gleichung 1-14

f—s = exp (7,404x107°x(-15%x10°)) = 0,989 = 98,9 %.

Beim Sittigungsdampfdruck sind Fliissigkeit und Dampf im Gleichgewicht. Um ein Fliissigkeits-
molekiil aus dem Inneren in den AuBenraum zu bringen, muss Arbeit aufgewendet werden
[VOGEL, 1999]. Molekiile, deren kinetische Energie zur Verrichtung dieser Arbeit ausreicht, kon-
nen durch die Oberfliche austreten. Eine Temperaturerhdhung hat zur Folge, dass mehr Molekiile
die Austrittsarbeit aufbringen kénnen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir liefert die Boltzmann-Vertei-
lung. Daher steigt der Séttigungsdampfdruck mit der Temperatur steil und immer steiler an. Die
Dampfdruckkurve ldsst sich entsprechend ihrer kinetischen Herkunft aus der Boltzmann-Verteilung
darstellen als
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ps=b e WD

[ps] =Pa Sattigungsdampfdruck

[p] =Pa Konstante, kann noch geringfiigig von der Temperatur abhdngen
(W] =1 Verdampfungsenergie, bezogen auf ein Molekiil

[7] =K Temperatur

[k] =JK' Boltzmann-Konstante, k = 1,38066x10 % J- K™

Die Abhidngigkeit des Sattigungsdampfdrucks pgs liber einer freien Oberflidche reinen Wassers wird
von SMITH [1992] und auch von ALLEN et al. [1998] durch folgende Funktion angegeben:

17,27 ¢
J (1-16)

prmsiosenl 2T

[ps] =Pa Sattigungsdampfdruck
[£] =°C Temperatur

Bei einer Temperatur von 20 °C betragt der Séttigungsdampfdruck lediglich 2338 Pa (=23 mbar),
bei 0 °C bloB 611 Pa (=6 mbar). In 20 © warmer Luft, die sich mit einer unmittelbar darunter liegen-
den freien Wasseroberfliche im Gleichgewichtszustand befindet, sind also bei einem Atmosphéren-
druck von p,, = 1000 hPa (= 1 bar) lediglich 23 von 1000 Gasmolekiilen H,O-Molekiile (nach dem
Gleichverteilungssatz ist die mittlere Energie aller Molekiilarten gleich — das heif3t jedes Molekiil
bewirkt denselben Partialdruck —, womit sich die Partialdriicke einzelner Gasgemischkomponenten
zum Gesamtdruck genau so verhalten wie die Teilchenanzahl der Komponente zur Gesamtteilchen-
anzahl [VOGEL, 1999]). Trotzdem ist Wasserdampf hinter Stickstoff, Sauerstoff und Argon und
noch vor Kohlendioxid das vierthdufigste Gas in der Atmosphére.

Bei der Verdunstung eines Molekiils miissen die Bindungskréfte in der fliissigen Phase iiberwunden
werden. Wasser besitzt also im gasformigen Zustand einen groferen Energieinhalt als im fliissigen.
Die Differenz wird in der Thermodynamik als Verdampfungsenthalpie bezeichnet, in der Wasser-
wirtschaft besser als latente Energie /A bekannt. 4 ergibt sich nach der makroskopisch-thermodyna-
mischen Betrachtungsweise hauptsdchlich aus der Neigung der Sittigungsdampfdruckkurve und
wird durch die Clausius-Clapeiron-Gleichung beschrieben [VOGEL, 1999]:

1 1
oo (L)

dT Dampf PF
[A] =Tkg' Verdampfungsenthalpie; auf die Masseneinheit bezogene latente Energie
[Tl =K Temperatur des Dampfes und der Fliissigkeit
[ps] =Pa (Sattigungs-)Dampfdruck

[dps/dT]=PaK'=Jm K ' Neigung der Sittigungsdampfdruckkurve

[1/ppampf] = m’kg ' spezifisches Volumen des Dampfes (Kehrwert der Dichte des Dampfes )
[1/pm] =m’kg ' spezifisches Volumen der Fliissigkeit (Kehrwert der Fliissigkeitsdichte)

Die von der Temperatur abhéngige spezifische Verdampfungsenergie setzt sich demnach aus einem
kleineren dufleren Anteil, der dazu verbraucht wird um das urspriingliche Volumen auf das Volu-
men des Dampfes auszudehnen, und einem gut zehnmal so groBlen inneren Anteil zusammen, der
zur Uberwindung der Molekularkrifte bendtigt wird.

SMITH [1992] fiihrt folgende Funktion A (¢) fiir Wasser an:
11.=2,501—(2,361x10 ) | (1-17)
[A] =MJkg' Verdampfungsenthalpie; auf die Masseneinheit bezogene latente Energie
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[7] =°C Lufttemperatur

Aufgrund der geringen Temperaturabhingigkeit kann 4 héufig konstant angenommen werden. Fiir
t=20°C: A=2,45MJ/kg.

Die zur Aufrechterhaltung der Verdunstung notwendige latente Energie kann kurzfristig aus dem
System entzogen werden, muss jedoch mittelfristig permanent zugefiihrt werden. Neben der Druck-
energie spielen daher insbesondere die Warmeenergie und die Strahlungsenergie eine maf3gebliche
Rolle fiir die GroBe der Verdunstung.

Abschlieflend ist zu bemerken, dass das klassische Potenzialkonzept der Bodenphysik zur vollstén-
digen Beschreibung des Phaseniiberganges bzw. der Verdunstung unzuldnglich ist. Selbst wenn
keine weiteren Energieformen beteiligt wéren, reicht es nur aus um festzustellen, ob ein Netto-
Phaseniibergang stattfindet oder nicht; eine quantitative Aussage iiber den Fluss ist jedoch nicht

moglich.

1.4.5 Hygroskopizitit — Adsorptionswasser

Unter stationdren Verhéltnissen steht in abgeschlossenen Behiltern die Dampfspannung der einge-
schlossenen Luft im Gleichgewicht mit dem osmotischen Druck der sich ebenfalls im Inneren
befindlichen Fliissigkeit. Bei hoch konzentrierten Fliissigkeiten kdnnen mitunter sehr hohe Druck-
werte erreicht werden.

Diese Eigenschaft macht man sich bei der Bestimmung der Wasseranteil-Matrixpotenzial-Bezie-
hung im Bereich <—15bar zunutze und stellt im Labor in einem Exsikkator einen Dampfspan-
nungsausgleich zwischen einer wéssrigen Schwefelsdure und der daneben platzierten Bodenprobe
her. Die Konzentrationen der Schwefelsdure entsprechen bei 20 °C den Werten in der Tabelle 1-5
[ONORM L 1063, 1988]

Tabelle 1-5:  osmotischer Druck einer wissrigen Schwefelsdure bei verschiedenen Konzentratio-
nen
wissrige Schwefelsdure | Osmotischer Druck

in Volumsprozent in pF in bar
3.3 4,5 32
10 4,7 50
30 5,6 400
50 6,1 1250

Als Hygroskopizitit des Bodens (nach MITSCHERLICH) wird nach ONORM L 1064 [1988] der
im Dampfspannungsgleichgewicht mit 10%iger H,SO4 (entspricht einer Wasserspannung von
50 bar) stehende Massenwassergehalt verstanden. Laut DIN 4047 Bl1. 3 [1971] ist dann die zwischen
dem Boden und der Schwefelsdure befindliche Luft zu 96 % mit Wasserdampf gesittigt. Die
Versuchsdurchfiihrung ist in der Norm genau beschrieben.

Der bei der Hygroskopizitidt vorhandene Wassergehalt entspricht in etwa dem Gehalt an Adsorpti-
onswasser im Boden. Eine andere Abgrenzung zwischen Kapillarwasser und Adsorptionswasser ist
mittels der Benetzungswirme, die durch den Energieverlust des Wassers bei der Anlagerung an die
Bodenpartikel entsteht und nur beim Adsorptionswasser auftritt [KASTANEK, 1998], moglich.
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BUSCH et al. [1993] merken an, dass der Festlegung absoluter Grenzen zwischen fest gebundenem
Adsorptionswasser und lose gebundenem Kapillarwasser keine allzu grofe Bedeutung zukommt,
weil zwischen beiden Zustinden kein schroffer, sondern ein kontinuierlicher Ubergang besteht. Die
Adsorption von Wasser an Feststoffoberflichen ist generell von elektrostatischer Natur [HILLEL,
1998]. Die elektromolekulare Anziehungskraft, die von der negativ geladenen Oberfliche der Mine-
ralkorner auf den adsorbierten Wasseranteil ausgeiibt wird, ist sehr grofl (mehr als tausend MPa),
nimmt aber mit wachsendem Abstand vom Korn rasch ab. Die absolute GroBe des Druckes und
damit der Bindungskrifte ist in einer gewissen Entfernung vor allem von der chemischen Zusam-
mensetzung des Wassers abhingig. Bei reinem Wasser erfolgt in der fest adsorbierten Schicht kein
Ladungsausgleich, wiahrend dieser Ausgleich bei Wasser mit hohem Salzgehalt fast vollstindig
eintritt. Der durchstromte Querschnitt der Porenkanéle ist deshalb bei feinkornigen Erdstoffen ganz
wesentlich vom geldsten Salzgehalt im Bodenwasser abhéngig und fiir Luft bzw. Mineraldle groBer
als fir normales Bodenwasser. Durch die gewaltigen Wasserspannungen an den Kornoberfldchen
wird der Adsorptionsfilm stark verdichtet und praktisch zum Bestandteil der festen Phase. In einer
etwas groBeren Entfernung vom Bodenkorn hat das angelagerte Wasser die Konsistenz hoch-
viskoser Fliissigkeiten, und erst in einer etwas groferen Entfernung von mehr als etwa 5x107 m
geht es kontinuierlich in Wasser mit normalen Eigenschaften tiber.

FLUHLER [1991] schreibt, dass der (durch Adsorption gebundene) Wasserfilm des ofentrockenen
Bodens praktisch monomolekular ist und ein Druckpotenzial von etwa —600 MPa aufweist, wih-
rend die Filmdicke bei Potenzialen von —1,5 MPa (Welkepunkt) bereits 10 bis 20 nm (=20x10~ m)
erreicht (ob dieser Film zur Gédnze durch Adsorptionskrifte gehalten wird, sei dahingestellt).

Beispiel 1-17: Ein kleiner Stechzylinder mit einer Bodenprobe und eine Schale mit einer
gesattigten NaCl-Losung werden nebeneinander in einen abgeschlossenen, luft-
dichten Behalter gestellt und der Gleichgewichtszustand abgewartet. Der osmotische
Druck der Salzlésung betragt 300 bar [KOOREVAAR, 1983].

a) Wie grol} ist die relative Luftfeuchtigkeit im Behalter?
b) Wie grof ist das Druckpotenzial in der Bodenprobe, wenn die Salzkonzentration
im Bodenwasser vernachlassigbar ist?

Im Gleichgewichtszustand muss das Wasser in der Salzlosung, in der Luft und im
Boden dasselbe Gesamtpotenzial besitzen. Wahlt man die Hohe der freien Oberfla-
che der Salzlésung (diese soll mit der Oberkante der Bodenprobe Ubereinstimmen)
als Bezugs- und als Vergleichsebene, muss dort gelten
Wo salzissung = Wt Salzissung = Wt wasserdampf = WtBoden = Wp = —300 bar.

An einer freien Oberflache ist der Tensiometerdruck Null. Aus Formel 1-14 folgt

ps Ips = exp (7,404x107° Pa™'x(-3x10" Pa)) = 0,801.
Wegen des Gleichgewichtszustandes ist p = ps' und demnach RH = ps/ps. Die rela-
tive Luftfeuchte im Behalter und in der Bodenluft betragt also 80 %.
Wenn die Salzkonzentration im Bodenwasser vernachlassigbar ist, muss in der
Bodenprobe ein Druckpotenzial von —300 bar herrschen.
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2. RETENTIONSKURVE UND KAPILLARES LEITVERMOGEN

2.1 Allgemeines zur Wasseranteil-Matrixpotenzial-Beziehung

Die Matrixpotenzial-Wasseranteil-Beziehung beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Was-
sergehalt und dem Energiezustand des Wassers als Folge der Einwirkung des Bodens bzw. der mit
ithm in urséchlichem Zusammenhang stehenden Krifte (insbesondere Kapillar- und Adsorptions-
kréfte).

Fiir die Matrixpotenzial-Wasseranteil-Beziehung existieren verschiedene, mehr oder weniger syn-
onyme Bezeichnungen; u.a. Riickhaltekurve, Retentionsfunktion, Saugspannungs-Wassergehalts-
kurve, SW-Linie, Bodenwassercharakteristik oder pF-Kurve; hingegen ist die Bezeichnung Druck-
potenzial-Wasseranteil-Beziehung streng genommen nicht korrekt. Dem Potenzialkonzept der
Bodenphysik zufolge setzt sich ndmlich das Druck- oder Tensiometerpotenzial y, aus dem Matrix-
potenzial y,, und aus dem Gasdruckpotenzial y, zusammen (¥, = v, + ,). Das Gasdruckpotenzial
ist zwar unter natilirlichen Bedingungen héufig Null, kann aber im Labor experimentell (bei
konstantem y,) auf nahezu jeden beliebigen Wert gesetzt werden und ist daher keinesfalls eine vom
Wasseranteil abhédngige typische Bodeneigenschaft. Die wahre Grofe, von der der Wassergehalt im
ungeséttigten Boden abhéngt, ist also das Matrixpotenzial, und nicht das Druckpotenzial. Aus den-
selben Uberlegungen bleibt die Beziehung auch auf negative w,-Werte beschrinkt, sie ist im
Grundwasserbereich (y, > 0) ungiiltig. Dort wird das Druckpotenzial nicht von Matrix- oder Gas-
druckkriften verursacht, sondern von den hydrostatischen bzw. hydrodynamischen Verhiltnissen.
Das Tensiometer- oder Druckpotenzial wird demzufolge von manchen Autoren im Grundwasser-
bereich gar nicht als solches, sondern als hydrostatisches Potenzial y;, bezeichnet.

Die Riickhaltekurve ist in erster Linie von der Porengrof3enverteilung des Bodens abhéngig. Sie
kann direkt durch Labor- und Feldmethoden und indirekt durch Transferfunktionen ermittelt wer-
den. Meistens werden nur sekundire Desorptionskurven untersucht.

o Die Bestimmung im Labor erfolgt grundsitzlich an ungestorten Stechzylinderproben durch
stufenweise Erhohung des Matrixpotentials auf vorgegebene Werte und der Ermittlung der
zugehorigen Wassergehalte, also der Gewinnung von Wertepaaren (h;,6;) der Funktion
0 =f(h). An Versuchseinrichtungen stehen z. B. das Kapillarimeter nach FISCHER fiir den
Matrixpotentialhohenbereich 0 > y,, > —2m (je nach Apparatur und Raumhohe, theoretisch
nur durch den Sattigungsdampfdruck limitiert) und Druckplattenapparaturen zur Verfiigung,
wobei die Niederdrucktopfe fiir Driicke bis 5bar zugelassen sind und demzufolge Matrix-
potenzialhdhen im Bereich —0,1 bar > y,, > —5 bar eingestellt werden konnen, wéhrend die
Hochdrucktopfe bis 15bar zugelassen sind. Es gibt auch Hochstdrucktopfe mit Zellulose-
Membranen mit p.,, = 100bar. In der Haines-Apparatur werden Druckzellen verwendet —
meistens die sogenannten Tempe-Zellen mit p.,; = 1 bar —; sie ist daher eine Alternative zum
Kapillarimeter. Fiir sehr groBe Wasserspannungen konnen auch Dampfspannungsgleichge-
wichte mit Losungen bekannten osmotischen Potentials hergestellt werden (siehe Hygrosko-
pizitdt nach MITSCHERLICH in Kap. 1.4.5).

. Im Feld werden Wertepaare der Retentionsfunktion durch simultane Messung der Wasser-
spannung und des Wassergehaltes bestimmt. Nachdem es (noch) keine Messgerite gibt, die
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sowohl den Wassergehalt als auch die Wasserspannung im Boden messen kdnnen, sind meh-
rere unterschiedliche Sensoren erforderlich. Diese sollten rdumlich nahe beieinander angeord-
net werden, um Einfliisse von Inhomogenititen nicht zu verschirfen, und vorzugsweise in
derselben Tiefe. Allerdings sollen die Messungen meistens auch anderen Zwecken als der
Retentionsfunktion dienen, und dann gibt es oft Griinde, die gegen die Anordnung der Was-
serspannungs- und der Wassergehaltsmessung in derselben Tiefe sprechen (z. B. Unstetigkeit
von @ an Schichtgrenzen, Zentraldifferenz fiir die Gradientenbildung usw.). In diesen Féllen
ist immer eine gewisse rdumliche Interpolation erforderlich. Wenn man Gliick hat, treten
unter natlirlichen Verhiltnissen (Monitoring) wiahrend des Messzeitraumes ausgepragte Sorp-
tions- oder Desorptionsphasen mit Bodenzustdnden von sehr feucht (65) bis sehr trocken (6,)
auf. Auf eventuelle Einfliisse der Hysteresis ist zu achten. Erwischt man im Trockengebiet
nicht gerade ein stirkeres Niederschlagsereignis, bleiben die Schwankungen des Wasser-
gehaltes bzw. der Wasserspannung auf einen kleinen Bereich beschrinkt. Dann kommt man
nicht umhin, ein Experiment mit kiinstlicher Aufséttigung durchzufiihren.

Indirekte Verfahren sollten nur dann herangezogen werden, wenn weder Labor- noch Feld-
messungen verfiigbar sind. Neben dem priméren Zusammenhang zur Porengréfenverteilung
hingt die Retentionsfunktion mehr oder weniger ausgeprigt von folgenden Eigenschaften
bzw. Einflussgroflen ab: KorngréBenverteilung, Trockendichte, Textur, Bodenart, Humus-
gehalt oder Anteil des organischen Kohlenstoffs. Der mathematisch-physikalische Zusam-
menhang zwischen einer iiblicherweise hydraulischen Eigenschaft des Bodens als abhidngiger
Variablen und unabhédngigen Argumenten, die grundlegende Eigenschaften des Bodens
beschreiben, wird als Pedotransferfunktion (PTF) bezeichnet [HILLEL, 1998]. PTFs werden
z.B. im Software-Programm ROSETTA vom USDA-ARS George E. Brown, Jr. Salinity Lab
[SCHAAP, 1999] beniitzt, um die Parameter der van-Genuchten-Funktion zu bestimmen.
Eine kleine Auswahl an PTFs bietet auch das Programm LEACHM (siehe Beispiel 5-1 auf
Seite 156). Eine einfachere Vorgangsweise fiir die Abschitzung der Retentionsfunktion wird
u.a. im Beispiel 4-4 (Kapillaraufstieg) auf Seite 139 vorgestellt. PTFs wurden numerisch
durch multiple Regression mit normalerweise einfachen Funktionen an einer betrdchtlichen
Anzahl an Datensdtzen aufgestellt. Ein neueres numerisches Verfahren sind so genannte
kiinstliche neuronale Netzwerke, mit denen ganz allgemein eine mathematische Beziehung
zwischen vorhandenen Daten und gesuchten Daten hergestellt werden kann und die sich daher
auch zur indirekten Bestimmung der Retentionsfunktion bzw. von PTFs eignen
[PACHEPSKY et al., 1996] [TAMARI und WOSTEN, 1999]. Die optimale Verkniipfung der
einzelnen Daten zur gesuchten GroBe basiert nahezu ausschlieBlich auf statistischen Uberle-
gungen und erfordert ein intensives Training mit einer sehr hohen Anzahl an Datensitzen.

Ein kontinuierlicher Funktionsverlauf kann aus diskreten Messpunkten durch Interpolation (Line-

arinterpolation, Splines) oder durch Anpassung von Modellkurven erreicht werden. In diesem

Kapitel werden des weiteren nur Modellfunktionen behandelt und prinzipiell davon ausgegangen,

dass zwischen dem Matrixpotenzial und dem Wasseranteil eine umkehrbar eindeutige Beziehung

besteht. Es wird also weder zwischen der primédren Drian- bzw. Entwésserungsfunktion [BUSCH,
LUCKNER und TIEMER, 1993], der Hauptentwisserungsfunktion, der Hauptbewidsserungs-
funktion noch zwischen den Anpassungsdrian- und —bewidsserungsfunktionen (engl. scanning

curves) unterschieden bzw. von jeglichem hysteresem Verhalten abgesehen. Geht man von der
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Existenz eines geschlossenen Kapillarsaumes aus, so bleibt der Wassergehalt von Beginn des Ent-
wisserungsvorganges so lange konstant und entspricht in erster Ndherung dem Porenanteil n, bis
der Lufteintrittspunkt h, tiberschritten wird. In weiterer Konsequenz miisste man die Riickhalte-
kurve dann in zwei Bereiche bzw. Funktionen teilen - in einen, in dem der Wasseranteil konstant ist
und in einen, in dem er eine Funktion des Matrixpotenziales ist -, was bei manchen Modellen auch
geschieht.

Unter der Vielzahl an Modellen wird nur die sehr bekannte van-Genuchten-Kurve exemplarisch
ndher vorgestellt, obwohl viele andere vielleicht die gleiche Wiirdigung verdienen wiirden. Einen
Uberblick iiber weitere bekannte Funktionen bietet Kapitel 2.7.

2.1.1 Effektive Sittigung Se

Die meisten Modelle fiir die Bodenwassercharakteristik liefern nicht den Wasseranteil direkt, son-
dern die effektive Sattigung:

0—6,
Se (6) = 0.0, (2-1)
[Se] =dim.los effektive Sittigung
[/] =dim.los Wasseranteil; dessen Dimension ist genau genommen der Quotient aus zwei
RaummaBen (6 = V,,/V), z. B. cm>-cm >, und damit sehr wohl dimensionsbehaftet
[6,] =dim.los Restwasseranteil, Modellparameter. 6, ist jener Wasseranteil im Boden, der ent-

weder vom FlieBpfad abgeschnitten ist (dead-end pores) oder wegen der starken
Adsorption an die Bodenmatrix nicht zum Fluss der wéssrigen Phase beitrigt.
[6;] =dim.los Sittigungswasseranteil; ebenfalls nur ein Modellparameter. 6, entspricht ndhe-
rungsweise dem Porenanteil n, obwohl davon ausgegangen werden kann, dass
nur zu Beginn der primiren Entwésserungskurve simtliche Poren wassergesét-
tigt sind. Unter natiirlichen Bedingungen ist 6, wegen Lufteinschliissen oder
geldster Luft etwa 5 bis 10 % kleiner als n [van GENUCHTEN et al., 1991]

Umgekehrt ergibt sich der Wasseranteil aus der effektiven Séttigung durch
0(Se) = 6,+Se (6;,—0,) (2-2)

2.2 van-Genuchten-Kurve

Im Gegensatz zum Zweibereichsmodell von Brooks und Corey kennt das Modell von van
GENUCHTEN keinen eigenen Bereich der Vollsittigung (0 </ < h,). Im Allgemeinen entspricht 8
daher nur fiir =0 der Vollséttigung 6. Fiir den speziellen Fall n — oo gilt zwar =6, fiir
0 <h < 1/a, jedoch sind dann zwei der drei Formparameter durch den geschlossenen Kapillarsaum
vorbestimmt (n — oo fiir die Ausformung eines Knickes an der Stelle des Lufteintrittspunktes und o
fiir die Hohe des geschlossenen Kapillarsaumes). Uberdies ist der verbleibende Parameter m derje-
nige, der die Form der Kurve am wenigsten beeinflusst, sodass Datensitze mit ausgepriagtem Luft-
eintrittspunkt nur vollig unzureichend durch das van-Genuchten-Modell approximiert werden kon-
nen. Umgekehrt ist oft aus numerischen Griinden C'-Stetigkeit gefordert und man nimmt dafiir lie-
ber in Kauf, dass der Wasseranteil bei Matrixpotenzialwerten unterhalb des Lufteintrittspunktes
(h < he) ein wenig von der Vollsittigung abweicht.

Mittlerweile wurden einige Erweiterungen des van-Genuchten-Modells publiziert. Mit der Variante
von VOGEL und CISLEROVA [1988], die in der Software HYDRUS implementiert ist, lassen sich
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Boden mit geschlossenem Kapillarsaum wesentlich besser simulieren. Mit dem multimodalen van-
Genuchten-Modell [DURNER, 1992] konnen Retentionsbeziehungen nachgebildet werden, die
mehrere Wendepunkte bzw. Kriimmungswechsel aufweisen.

2.2.1 Funktionsgleichung

Das van-Genuchten-Modell lautet in seiner klassischen dreiparametrigen Form [van GENUCH-
TEN, 1980] (zur Beschreibung des Wasseranteils 8 sind mit 6, und 6, zwei weitere und damit ins-
gesamt 5 Parameter erforderlich)

oder [ Se(h)=(1+(a-h))"] (2-3)
b 0(h)=6,+(6;,—6 [;}’"
ZW. (h)=0,+(0;—0,) 1+(a-h)"] -

[A] =cm negativ genommene Matrixpotenzialhohe; oft als Wasserspannung oder Kapil-
lardruckhdhe bezeichnet; stets positiv

[a] =cm’ Formparameter; beschreibt ungefahr wie stark sich die Kurve an die Vollsitti-
gung anschmiegt. Fiir den Fall n — oo entspricht @ dem Kehrwert des geschlos-
senen Kapillarsaumes: o= 1/h, (n — o)

Da & positiv ist, sind nur positive Werte fiir a sinnvoll. Zu beachten ist ferner,
dass a nicht dimensionslos ist, sondern von der Dimension von /4 abhéngt.

[n] =dim.los Formparameter, beschreibt etwa die Kriimmung der Kurve
[m] =dim.los Formparameter; gibt an, wie stark sich die Kurve an Se = 0 bzw. 6, anschmiegt.
Oft wird m=1—1/n gesetzt.

Vor allem in der &lteren Literatur wird /2 haufig mit dem fachlich ein wenig umstrittenen Begriff
Kapillardruckhéhe (capillary pressure head) bezeichnet. Wenn man bedenkt, dass sich die Boden-
wassercharakteristik oft noch unterhalb des Welkepunktes bzw. bei einer Matrixpotenzialhdhe
Wm>—150m — einem Wert, der vom Energiezustand des Adsorptionswassers noch weit entfernt
liegt — eng an den Restwassergehalt 6, anschmiegt und damit bei der Entwisserung praktisch aus-
schlieBlich Kapillarkréfte iberwunden wurden, erscheint diese Bezeichnung gerechtfertigt. Noch
dazu ist der Ansatz nach van GENUCHTEN zur Modellierung der Beziehungen im sehr trockenen
bzw. im Adsorptionswasserbereich sowieso kaum geeignet, sodass der einschrinkende Begriff der
,Kapillardruckkurve® eher zutrifft als der allgemeinere der Wasseranteil-Matrixpotenzial-Bezie-
hung.

Leider wird der Kleinbuchstabe / in der Literatur auch fiir die Druckhdhe verwendet. Das stets
negative Matrixpotenzial y,, bzw. die dem Betrag nach gleich grof3e, positive Kapillardruckhdhe £
sind unter der Annahme, dass kein Gasdruckpotenzial vorliegt (,, = 0), dem Betrag nach gleich
grofl wie die Druckhdhe, die Druckhohe ist jedoch dann negativ und weist damit gegeniiber der
Kapillardruckhohe das umgekehrte Vorzeichen auf. Man sollte sich daher immer vergewissern,
welche der beiden Groflen mit dem Formelzeichen /4 in der Literaturstelle gemeint ist.

Statistisch und rein mathematisch gesehen sind die beiden Kurvenparameter » und m deutlich von-
einander abhingig, sodass oft quasi ein liberbestimmtes System vorliegt, das durch Elimination
eines Parameters bereinigt werden kann. Aus mathematischen Griinden (sieche Kapitel 2.6.2) wird
oft die Einschrankung m=1—1/n
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getroffen und auf diese Weise ein Freiheitsgrad der van-Genuchten-Kurve eliminiert:
1

Se (h) = [ﬁ} i (2-4)

Die S-W-Linie nach RYBAKOWA [LUCKNER und SCHREIBER, 1980] kann ebenfalls als ein
Spezialfall der van-Genuchten-Kurve mit m = 1 gesehen werden. Sie lautet

Se(h)=(1+C-h")" (2-5)
; : . 1—Se %
und ihre inverse Funktion: h (Se) = T Se

Bei beiden Spezialfillen ist zu beachten, dass sich fiir das einfachere Modell andere Parameterwerte
aus der Kurvenanpassung ergeben als wie bei der dreiparametrigen van-Genuchten-Kurve. Wenn
man z. B. nach der Bestimmung von a, » und m der Meinung ist, dass die zweiparametrige Funktion
ausreicht, geniigt es nicht, m einfach wegzulassen. Nach einer neuerlichen Kurvenanpassung von a
und » wird man feststellen, dass sowohl a als auch » andere Werte annechmen.

2.2.2 Umkehrfunktion des van-Genuchten-Modells

Fiir die inverse Funktion geht man am besten von der Funktion 2-3 aus
Se " =1+ (a-h)"
a 'h — (Sefl/m _ 1)1/}1

1 _
um h(Se)=—+(Se " =1)!" (2-6)
1 ((0=02 )i 1 ((0-6)%
bzw. h(O) =7 [(ﬁ) ”— lj ! oder h(0)=7" [((95——9:)’” — lj ! zu erhalten.
Die Umkehrfunktion der zweiparametrigen Funktion (m = 1 — 1/n) lautet
1 _
h(Se)=- (ST — )l (2-7)
. . 1 ((0-6.\7= |»
Als Funktion des Wasseranteils: 4 (0) = < Wa—e. -1

2.2.3 Erste Ableitung der van-Genuchten-Kurve

Die Bodenwasserkapazitit C, die als Neigung der Bodenwassercharakteristik bzw. durch C = dé/dh
definiert ist, ergibt sich fiir die van-Genuchten-Kurve durch Ableitung der Funktionen 2-2 und 2-3

0 (Se) = 6,+ Se (6, 0,) Se(h)=(1+(ah)")™
do dSe n —m=1 n—1
E:QG 0, E:_m (1+(a-h) ) n-(a-h)

. d0_ do dse
und durch die Anwendung der Kettenregel 4= dse dh

2 GO0 m)- (1= @)™ e o)

d9 (0.—0)-mn-(a-h)""’
dv (I+@ah)"H""!

bzw. zu
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Fiir 7 =0 liefert die Ableitung Null, das heil}t dass die Tangente an die van-Genuchten-Kurve im
Punkt (6, # = 0) senkrecht auf die #-Achse steht. Nichtsdestotrotz existiert der geschlossene Kapil-
larsaum mit Ausnahme des Spezialfalles n = oo nicht, denn fiir alle 2> 0 (z. B. A =1 mm) ist 6 < 6,.

h n—1
Fiir den Limes der Ableitung fiir # — oo ist der Ausdruck (+(ah)H™ 1 2 untersuchen. Die

Regel von L'HOSPITAL ergibt fiir die Ableitung des Zéhlers und des Nenners:
(n—1)-h""? n—1 1
(m+1)-(1+@h))" n(ah" "a (m+1)yna" h(1+@h)")™
Jetzt ist der Ausdruck #-[1+(a-h)"]" zu untersuchen. Fir n>1 ist 1+ (a-h)" fiir A — oo groBer
als 1, womit der Term [1+(a-h)"]" fir m >0 groBer oder gleich 1 sein muss. Im Produkt

he[1+(a-h)"T™" strebt h gegen Unendlich, wihrend der Grenzwert des zweiten Multiplikanden
mindestens 1 betrdgt. Die Ableitung betrigt also auch fiir # — oo (8 — 6,) unter den Einschréankun-
gen n > 1 und m > 0 (beides wird in der Praxis immer eingehalten) Null.

23 Abschitzung der Durchlissigkeit aus der Kornverteilung

Bilden die Bodenpartikel ein Einzelkorngefiige, so kann die Porenstruktur ausreichend genau durch
die KorngroBenverteilung beschrieben werden. Um eine mathematische Beziehung zwischen der
Korngréfenverteilung und der Durchléssigkeit aufzustellen, konnen zwei grundverschiedene Wege
beschritten werden: Pedotransferfunktionen wurden aus rein numerisch-statistischen Ansdtzen an
Hand von groBen Datenmengen abgeleitet, wihrend die physikalischen Ansdtze vom Stromungs-
geschehen in der Porenstruktur ausgingen. Im weiteren werden nur funktionale Beziehungen nach-
vollzogen, die auf physikalischen Modellen beruhen.

Das Modell von KOZENY-CARMAN betrachtet den von der spezifischen Oberflache O/V; verur-
sachten Stromungswiderstand als mafigebliche GroBe fiir die Durchldssigkeit und verwendet dem-
gemill den wirksamen Korndurchmesser d,,. Andere physikalische Ansitze gehen vom Fluss in
einer Einzelpore — beschrieben durch das Gesetz von HAGEN-POISEUILLE — aus und trachten
jenen &dquivalenten Korndurchmesser zu finden, dessen zugehorige Pore in der entsprechenden
Anzahl genau denselben Fluss ergibt wie das aus verschieden grofen Kdrnern gebildete Poren-
system. Weil man in beiden Fillen praktisch zu denselben Beziehungen zwischen der Durchléssig-
keit und einem #quivalenten Korndurchmesser gelangt, soll als Uberbegriff fiir d,, bei der Methode
von KOZENY und fiir den &quivalenten Korndurchmesser bei den Verfahren, die aus einer
einzelnen Pore bzw. aus dem Gesetz von HAGEN und POISEUILLE abgeleitet wurden, der
effektive Korndurchmesser d, eingefiihrt werden.

Der effektive Korndurchmesser d, ist nicht exakt definiert, doch folgt aus der obigen Beschreibung
unmittelbar, dass darunter jene Teilchengrof3e zu verstehen ist, mit der ein fiktiver Boden, gebildet
aus lauter gleich grofen Partikeln, die gleiche Durchlissigkeit ergibt wie der Boden mit seinen
unterschiedlich groflen Teilchen.

In der Literatur existiert eine Vielzahl an Verfahren zur Berechnung der Durchlissigkeit aus der
Kornverteilung. Zu nennen sind z. B. jene nach HAZEN, SLICHTER, TERZAGHI, BEYER, SAU-
ERBREI, KRUGER, KOZENY, ZUNKER, USBR usw.. Die einzelnen Methoden unterscheiden
sich insbesondere in der Anzahl der neben der Kornverteilung zur Beschreibung der Porenstruktur
verwendeten Parameter. Einen Vergleich der Verfahren prisentierten unter anderen VUKOVIC und
SORO [1992]. Fiir die untersuchte Datenmenge aus Feldmessungen ergaben die Verfahren nach
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KRUGER und ZAMARIN die besten Werte fiir &, jene nach SLICHTER und USBR die schlechte-
sten. Eine allgemeine Wertung der Verfahren sollte hieraus jedoch nicht abgeleitet werden.

Ein Ansatz, der auf hydraulischen und statistischen Uberlegungen beruht und in dem der minimale
Porenkanaldurchmesser ein wesentliches Element bildet, wird von BUSCH et al. [1993] skizziert.

In den folgenden Kapiteln wird zuerst der allgemeine Ansatz und dann im einzelnen die Verfahren
von HAZEN, von BEYER und von KOZENY vorgestellt, und zwar die Hazen-Formel deswegen,
weil sie relativ einfach aufgebaut ist und mit wenigen Parametern auskommt, die Beyer-Formel
wegen ihrer eindeutig definierten Abhéngigkeit von der Ungleichkornigkeit und die Kozeny-Formel
allein schon wegen ihres klar dokumentierten physikalischen Ansatzes.

2.3.1 Allgemeiner Ansatz

Wenn man annimmt, dass die Poren mit dem dquivalenten Porendurchmesser dp zylindrisch sind
und die Strdomung in ihnen laminar erfolgt, muss das Gesetz von HAGEN und POISEUILLE (siche
Kapitel 7.5.1 im Anhang) und Gleichung 7-33 zutreffen:

n-gld, :
9= 32. (2-8)
[¢] =ms" Durchflussrate, Filtergeschwindigkeit
[n] =dim.los Porenanteil (gesittigte Stromung)
[dp] =m Aquivalentdurchmesser der Pore
[/] =dim.os Gradient der Gesamtpotenzialhhe
[v] =m%s' kinematische Viskositit des Stromungsmediums

Der Aquivalentdurchmesser der Poren dp kann als eine Funktion des effektiven Korndurchmessers
d., des Porenanteils n und weiterer spezifischer Eigenschaften (Kornform, Heterogenitit, Ungleich-
formigkeit usw.), deren Einfluss in der Konstanten C zusammengefasst werden soll, betrachtet wer-
den [VUKOVIC und SORO, 1992]:

dp=1C-f(n)/32-d, (2-9)
In Gleichung 2-8 wird dp gemél 2-9 substituiert

q=§wamy@”L (2-10)

die vom Porenanteil abhingigen Terme werden durch die Einfithrung von ¢ (n) =nf(n) zusam-
mengefasst und die Gleichung fiir ¢ dem Gesetz von DARCY gegeniibergestellt. Fiir den Durchlas-
sigkeitsbeiwert erhdlt man schlielich den Ausdruck

@=§c¢my@2 (2-11)

Tatséchlich ist C keine Konstante, sondern eine Funktion mehrerer Eigenschaften: C = ¢, (s) (ins-
besondere Ungleichformigkeitsgrad, Kornform, mineralogische Zusammensetzung, Verdichtungs-
grad, Tongehalt usw.); fiir den effektiven Korndurchmesser d, wird verschiedentlich d,o, dy7, d»o, d,»
oder eine spezielle Funktion der Kornverteilung gesetzt.

VUKOVIC und SORO [1992] kommen in der bereits zitierten Literatur zum Schluss, dass fiir ¢ (n)
3

am besten die von KOZENY stammende Funktion ¢ (n) = #

verwendet wird. Eine &hnliche Empfehlung fiir die Ermittlung von d, wurde nicht abgegeben.
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2.3.2 Formel von HAZEN (1892)

ky=Cy-y-d. (2-12)
k] =md" Durchlissigkeitsbeiwert
[d]] =mm effektiver Korndurchmesser; zumeist wird d, = do gesetzt
[Cu] = Empirischer Koeffizient; nach HAZEN abhéngig vom Tonanteil:
fiir reine, enggestufte Sande: 800 < Cy <1200 (Maximalwert fiir sehr rein

und sehr enggestuft)
fiir tonige und weitgestufte Sande: 400 < Cy <800 (Minimalwert fiir sehr
tonig und weitgestuft)
yI = Korrektur fiir die Wassertemperatur bzw. fiir die Abhingigkeit der Zahigkeit von
der Temperatur: y=0,70+0,03-¢ tin °C
Haufig wird der Koeffizient Cy in Abdnderung zu HAZEN als Funktion des prozentuellen Poren-
anteils dargestellt: Cyp=400+40-(p—26) (Formel von LANGE)

Fiir 1 =10°C, Cy = 860 (genauer wohl 864) und k; in cm/s ergeben die Koeffizienten und die Tem-
peraturkorrektur insgesamt rund 1 und die Formel von HAZEN vereinfacht sich zu

k= dyo’ (2-13)

[k] = cmes ! Durchldssigkeitsbeiwert
[dio] = mm Korndurchmesser, der von 10 Massenprozent unterschritten wird
HAZEN iiberpriifte seine Formel vor allem an Filtersanden, also nur an sehr speziellen ,,Béden‘ mit
Einzelkorngefiige. Er hat daher den Giltigkeitsbereich der Formel durch Grenzwerte fiir d. und fiir
den Ungleichformigkeitsgrad U beschriankt: 0,1 mm <d, <3 mm

U=de/din<5
Bei guter Wahl des Koeffizienten C diirfte die Anwendbarkeit der Formel deutlich iiber den emp-
fohlenen Giiltigkeitsbereich hinaus gehen.

In der dimensionsfreien Form lautet die Hazen-Gleichung [VUKOVIC und SORO, 1992]

k= % - Cy" o (n)-d. (2-14)

1

[ks] =cms Durchlissigkeitsbeiwert

[¢] =cms? Fallbeschleunigung

[v] =cm*s' kinematische Zdhigkeit; bei 10°C ist v = 1,31x10"* cm?/s

[CH*] = dim.los modifizierter Hazen-Beiwert; oft mit CH* =6x10"* angenommen

[d]] =cm effektiver Korndurchmesser, fiir die Hazen-Formel wird zumeist d, = d gesetzt

Die vom Porenanteil abhdngige Funktion ¢ (n) kann entsprechend der Formel von LANGE durch
@)= (1+10x(n—0,26)) (2-15)
[7] =dim.los Porenanteil
ausgedriickt werden. Unter diesen Voraussetzungen erhilt man
ks = 0,449%(1 + 10x(n—0,26))xdo" (2-16)

[k] =cm's'  Durchlissigkeitsbeiwert
[dio] =mm Korndurchmesser mit 10 Massenprozent Durchgang
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Durch den Vergleich der beiden Formeln 2-13 und 2-16 ldsst sich errechnen, dass die Formel 2-16
fiir den Porenanteil » = 0,38 in die Formel 2-13 iibergeht.

Beispiel 2-1:  Mittels Grobsiebung, Feinsiebung und Schlammanalyse wurde folgende
Kornverteilung eines schluffigen Sand-Bodens mit sehr hohem Grobanteil bestimmt.
Ermittle die Durchlassigkeit nach HAZEN!

KorngréRe |Summenlinie| KorngroRe |Summenlinie| KorngroRe |Summenlinie
d (mm) (%) d (mm) (%) d (mm) (%)

60,0 100,00 2,0 30,33 0,02 3,36
22,0 84,94 1,0 25,66 0,006 1,48
16,0 69,32 0,63 21,83 0,002 0,89
11,2 56,23 0,2 14,95 0,000 0,00
8,0 47,63 0,125 11,82

4,0 37,66 0,063 8,95

Die nebenstehenden Punkte der Kornverteilungslinie sind in einem Diagramm mit
logarithmischer x-Achse einzutragen (siehe Abbildung).
Aus der unten abgebildeten Kornverteilungslinie sind dann die Werte fur
dso = 12,1 mm, dso = 8,7mm und dip = 0,083 mm abzulesen.
Nimmt man dio als effektiven Durchmesser d, an, wird der empfohlene Gultigkeits-
bereich fur die Hazen-Formel 0,1 mm < d, <3mm vom vorhandenen Boden mit
de = 0,083 mm nicht eingehalten. Darlber hinaus betragt die Ungleichkornigkeit
U = deso/d10 = 12,1/0,083 = U = 146, sodass auch der Gultigkeitsbereich U <5 weit
Uberschritten wird.
Der Boden ist Ubrigens trotz der sehr hohen Ungleichkdrnigkeit nur als intermittierend
gestuft zu bewerten, weil die Krummungszahl C; des Bodens
2

Cc= ﬁ =3,6 betragt.
Laut ONORM B 4400 [1978] zeigen Bodenarten mit intermittierend gestufter Korn-
grolRenverteilung einen treppenartigen Verlauf der Kornungslinie, die auf das Fehlen
oder Zurucktreten einer oder mehrerer KorngroRenbereiche hinweist.

Unterstellt man trotz allem die Anwendbarkeit der Hazen-Formel, ergibt sich fur die
Formel 2-12 ks = Cp -y -do?
mit Cy = 400 (fur sehr weit gestuft wegen U = 146), y fur 20 °C (Zimmertemperatur)
=0,70+0,03x20 = 1,3 und mit de = d1o = 0,083 mm

ks = 400%1,3x0,083% = 3,6 m/d

Obwonhl die KorngroRenverteilung des Bodens die empfohlenen Anwendungsgren-
zen der Hazen-Formel weit Uberschreitet, ergab sich eine gute Ubereinstimmung mit
dem an einer ungestorten Probe desselben Bodens im Labor gemessenen k-Wert.
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Abbildung 2-1:  Kornverteilungslinie flr den im Beispiel 2-1 gegebenen Boden

2.3.3 Formel von BEYER

Im Gegensatz zu HAZEN hat BEYER seine Formel fiir natiirlich gelagerte, durch den Glazialdruck
verfestigte deutsche Sandbdden entwickelt und validiert. Am Aufbau in der von BEYER publizier-
ten Form ist kein Unterschied zur Hazen-Formel zu erkennen:

(2-17)

k] =m-s" Durchldssigkeitsbeiwert
[d]] = mm effektiver Korndurchmesser; zumeist wird d, = d,( gesetzt
[Cg] Empirischer Koeffizient; hangt nach BEYER streng von der Ungleichkornig-
keitszahl U ab. Diese Abhédngigkeit wurde von BEYER in einem Nomogramm
dargestellt und kann durch die Beziehung
Cs = 4,5x10xlog (500/U) gendhert werden.

Im Gegensatz zur Hazen-Formel findet nicht der Porenanteil Eingang in den empirischen Koeffizi-
enten, sondern die Ungleichkornigkeit. Die Abhédngigkeit des k~~-Wertes vom Porenanteil ist sicher
starker als die von der Ungleichkornigkeit, doch besteht auch ein enger Zusammenhang zwischen
der Ungleichkdrnigkeit und dem Porenanteil, sodass in den Fillen, bei denen der Porenanteil nicht
bekannt ist, die aus der Kornverteilung ermittelbare Ungleichkdrnigkeit ein guter Ersatz ist.

In der dimensionsfreien Form lautet die Beyer-Formel [VUKOVIC und SORO, 1992]

ks :%' Cpdio” (2-18)

[k =cm's '  Durchlissigkeitsbeiwert

[g] =cm/s’ Fallbeschleunigung
[v] =cm%s  kinematische Zdhigkeit; bei 10°C ist v = 1,31x10% cm?/s
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[C5] =dim.los modifizierter Beyer-Beiwert
Cs = 6x10"xlog (500/V)
Als Giiltigkeitsbereich wird fiir die Beyer-Formel
0,06 mm < d, <3mm und 1<U<20 angegeben.

2.3.4 Formel von KOZENY

Leider ist iberhaupt keine Formel bekannt, die sowohl den Porenanteil » als auch die Ungleichkdr-
nigkeit U in funktionalen Zusammenhang zu k setzt. Ahnlich wie in der Hazen-Formel findet die
Ungleichkornigkeit bzw. die KorngroBenverteilung eine indirekte Beriicksichtigung in der bekann-
ten Formel von KOZENY, allerdings nicht in Form eines Koeffizienten, sondern in der Bestim-
mung des effektiven Korndurchmessers d.. Dieser ist bei KOZENY nicht einfach jener Durchmes-
ser, der von einem bestimmten Massenanteil unterschritten wird (Siebdurchgang), sondern der aus
einer Fraktionierung und speziellen Mittelung gewonnene wirksame Korndurchmesser d,,
[VUKOVIC und SORO, 1992]. Das gesamte Verfahren von KOZENY beruht im Gegensatz zu
anderen in erster Linie auf physikalisch-theoretischen Prinzipien und weniger auf statistische Unter-
suchungen. Eine eingehende Analyse des sogenannten Kozeny-Carman-Ansatzes existiert von
AHUIJA et al. [1989] (zitiert von OR und WRAITH [1997b]).

Ausgangspunkt der Uberlegungen von KOZENY [1953] (zumindest in seinem Buch aus dem Jahr
1953) ist nicht der Fluss in einer einzelnen zylindrischen Pore nach HAGEN und POISEUILLE,
sondern dass die spezifische Oberfliche O/V; als die auf das Feststoffvolumen V; bezogene Ober-
fliche O der kugelformig gedachten Feststoffe und die vom Porenanteil abhéngige Porengeschwin-
digkeit mafgeblichen Einfluss auf den FlieBwiderstand und damit die Durchléssigkeit ausiiben.
Darauf aufbauend entwickelte er eine Formel, die den Porenanteil » und O/V, enthilt. Da die
spezifische Oberfldche durch den wirksamen Korndurchmesser d,, per definitionem ausgedriickt
werden kann, ist als effektiver Durchmesser bei KOZENY d,, zu verwenden.

KOZENY [1953] benutzte als Grundlage zwar nicht das Gesetz von HAGEN und POISEUILLE (es
wird im entsprechenden Buchabschnitt mit keiner Silbe erwéhnt), gelangte aber dennoch aus der
Dimensionsbetrachtung, die er 1927 anstellte [KOZENY, 1927], zu etwa denselben Beziehungen
wie die allgemeine Herleitung im Kapitel 2.3.1, wie gleich anhand der von KOZENY [1953]
nahezu unverdndert ibernommenen Folgerungen gezeigt wird. Daraus folgen indirekt dieselben
Annahmen und GesetzmdBigkeiten tiber den Fluss in einer Pore wie bei HAGEN und
POISEUILLE.

Mit den GroBen O/V; und d,, (sieche Anhang 7.2.6 bzw. 7.2.7) ldsst sich der von KOZENY aufge-
stellte Zusammenhang zwischen der Kornverteilung und der Durchldssigkeit kompakt nachvollzie-
hen. Dass die Grofe des Widerstandes bzw. der Reibungskraft F pro Volumseinheit des stromenden
Mediums V;, den der Boden dem Fluid entgegensetzt und der mit F/V; bezeichnet werde, von der
GroBe der Oberfliche der Bodenteilchen in der Volumseinheit der stromenden Fliissigkeit abhéngt,
ist laut KOZENY evident. Ist O die Oberfliche der Bodenteilchen, so ist die auf das Volumen der
stromenden Fliissigkeit (bei Vollsittigung ist V; = V) bezogene Oberfliche O/V, = O/(n-V) wenn V
das Gesamtvolumen des Bodens ist. Ferner wird der bezogene Widerstand F/V; von der mittleren
Porengeschwindigkeit abhidngen. Ist As die Linge einer Stromrohre (den Feststoffanteil mitein-
schlieBend) vom Querschnitt A4, so betrdgt der Inhalt der vollgefiillten Poren V), =n-As-A4 und
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folglich der lichte Querschnitt fiir den Wasserdurchgang V,/As =n-As-A4/As =n-AA4. Also ist die
mittlere Porengeschwindigkeit

vp— Q9 _4q
n-AA n
Endlich wird der bezogene Widerstand F/V; auch von der Zihigkeit der Fliissigkeit # abhéngen. Soll
nun der Ausdruck FIVi=f(O,vy,n)
die Dimension Kraft/Volumen = M-L T 2 haben, so ist dies nur moglich, wenn
FIV,=c-OIV,) v, (2-19)

gesetzt wird und in diesem Ausdruck c eine reine Zahl (dimensionsloser Beiwert) bedeutet. KOZE-
NY fiihrte nun den Begriff des Dispersititsgrades ein, der nichts anderes ist als die auf das Fest-

Kornoberfldche O
stoffvolumen bezogene spezifische Oberfliche O/V; = Festst(?tft{\l/ (())llineatf (T e

Weil weiters O/V,, = O/(n V) und damit

_0(d=-n) 'gl—n!
1—n)
ist, folgt aus 2-19 (mit v, =5)  FIV;= (O -ﬁ—nﬁ-q . (2-21)

Um nun den Zusammenhang zwischen dem Widerstand /' und der Durchldssigkeit herzustellen,
muss man diese Gleichung dem Gesetz von DARCY gegeniiberstellen. Im Darcy-Gesetz wird das
Potenzialgefille /= dw/ds tblicherweise als Ableitung der Potenzialhdhe H bzw. des auf das
Gewicht der Masse bezogenen Energieinhaltes w = AE/(p ‘g -V) nach dem Weg mit der Dimension
L verstanden, sodass / die Dimension L-L™" besitzt. Der zum Bezugssystem relative Energieinhalt
mit der Dimension der Arbeit, den ein bestimmtes Kontrollvolumen an Fliissigkeit ¥; an einer
bestimmten Stelle im Potenzialfeld innehat, betrégt daher AE =y -p;-g-V; und die dem Widerstand
F entsprechende Kraft, die notig ist, um das Kontrollvolumen in die Richtung von s zu bewegen, ist
daher F'=dAE/ds = g-V;-d(y 'p;)/ds. Fir dichtebestdndige Fluide ergibt sich damit der Widerstand
mit dy/ds =1 zu F'= p;-g-V;-I und der auf das Volumen der Fliissigkeit bezogene Widerstand zu
F/V] =prg v (2—22)
mit der Dimension Kraft/Volumen = M-L ™ T,
Die beiden Ausdriicke fiir F/V; aus den Gleichungen 2-21 und 2-22 werden nun gegeniibergestellt

1-n)
c(01V,)° 'g—nA‘L'q n=prg-l

Die entstandene Gleichung wird nach g aufgelost, die dynamische Viskositdt noch durch die kine-
3

1 = . = g . n
matische ersetzt (n = p;-v) q9=7 OV v (1=ny 1
und durch Vergleich mit g = k; -/
k. £ " 2-23
(O v (1-n) (2-23)
k] =ms" Durchldssigkeitsbeiwert
[¢] =ms" Fallbeschleunigung
[v] =m*s' kinematische Viskositit des Bodenwassers
[n] dim.los Porenanteil

[c] =dim.los Beiwert; KOZENY [1953] fiihrt an, dass fiir 1/c nach Versuchen von DONAT
etwa 70 bei sehr scharfkantigen Sanden gesetzt werden kann, welcher Wert mit
der Rundung der Korner bis auf etwa 400 bei Kugeln wichst. Der Beiwert ¢ ist
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also insbesondere von der Kornform abhingig, aber auch von der Tortuositét.

CARMAN hat hingegen im Jahre 1937 den Wert 1/5 fiir 1/c vorgeschlagen

[BEAR und VERRULIT, 1994]. Jiingere Literaturangaben [VERRUIJT, 1970]

[VUKOVIC und SORO, 1992] stimmen mit dem Wert von CARMAN f{iberein,

sodass wohl die Angabe von KOZENY [1953] (1/c = 70—400) zu verwerfen ist.
abgeleitet. Diese Gleichung fiir die Durchléssigkeit ist die von KOZENY in seinem Buch [1953]
angegebene Beziehung. Laut KOZENY ist sie in ithrer Abhidngigkeit vom Porenvolumen wiederholt
iiberpriift und fiir Sande gut zutreffend gefunden worden [DONAT, 1929].

Die Herleitung der Beziehung 2-23 kann man auch in DIN 66126 Teil 1 [1989] (zitiert in DIN-
Taschenbuch 133 [1997]) nachlesen. Wie schon aus dem Titel der Norm — Bestimmung der
spezifischen Oberflache disperser Feststoffe mit Durchstromungsverfahren, Grundlagen — vermuten
lasst, dient die Gleichung dort nicht zur Bestimmung der Durchldssigkeit, sondern iiber die Mes-
sung der Durchldssigkeit zur Bestimmung der spezifischen Oberflédche.

Fiir sehr feine Boden muss laut KOZENY in der Gleichung 2-23 der Rauminhalt des adsorbierten
Wassers beriicksichtigt werden, indem das von ihm beanspruchte Porenvolumen n¢ beriicksichtigt
und jenes vom beweglichen Wasser erfiillte mit » —n bezeichnet wird (siehe auch S. 46). Dann sei

V3
fiir die Durchldssigkeit ks = o O;gVS)Z o ((”1 _’;0))2 Zu setzen.

Mit Hilfe der Beziehung 7-10 — O/V; = 6/d,, —, mittels der die spezifische Oberflache durch den
wirksamen Korndurchmesser ersetzt werden kann

1 _dS

(O/Vy)* ~ 36
und der Zusammenfassung der beiden Konstanten (1/c)-(1/36) als Kozeny-Beiwert
Ck-(1/c =36-Ck) lasst sich die Gleichung 2-23 von KOZENY [1953] in die allgemeine Gleichung
zur Bestimmung der Durchldssigkeit aus der Kornverteilung laut Kapitel 2.3.1 {iberfiihren

3

Lo I g2
ks = N Ck WZ d, (2-24)
k] =ms" Durchldssigkeitsbeiwert
[dy] =m wirksamer Korndurchmesser; Berechnung siehe unten
[¢] =ms’ Fallbeschleunigung, g = 9,81 m/s’
[v] =m%*s"' kinematische Viskositit; fir Wasser bei 20 °C: v = 1,01x10"®m?s (siche

Anhang S. 184

[Ck] =dim.os Beiwert; VUKOVIC und SORO geben fiir die Gleichung in der vorliegenden
Form einen Koeffizienten von Cx = 8,3x10° an. VERRUIJT [1970] nennt den
Wert Cx = 1/180 = 5,55x% 10_3, womit man genau den von CARMAN vorgeschla-
genen Wert fiir 1/c = 36/180 = 1/5 erhilt.

[#7] =dim.los Porenanteil

Der k-Wert ist laut Gleichung 2-24 insbesondere von der Stoffgrofle der dynamischen Viskositit
abhédngig. Die dem k-Wert entsprechende, von der Viskositit unabhdngige Grof3e ist bekanntlich die
Permeabilitit mit dem Zusammenhang

PR
S n v e
k] =ms" Durchldssigkeitsbeiwert, k~~-Wert
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[k] =m’ Permeabilitét

[p] =kgm” Dichte des stromenden Mediums bzw. Fluids
[¢] =ms"> Fallbeschleunigung

[7] =kgm s =Pas dynamische Viskositit des Fluids
[v] =m*s'  kinematische Viskositit des Fluids

Fiir die Permeabilitit ergibt sich damit die kompakte Beziehung

3
n

(1-np?|

k= Ck-d,*

Diese Gleichung ist in den USA als Kozeny-Carman-Gleichung bekannt. OR und WRAITH
[1997b] geben an, dass die Gleichung urspriinglich von KOZENY im Jahre 1927 aufgestellt wurde
und von Poren einheitlicher Gréfe und Anordnung ausging und auf dem Gesetz von HAGEN und
POISEUILLE fufit. Das Modell ist laut HILLEL [1998] von CARMAN [1939] mafigeblich erwei-
tert worden. Der Begriff des wirksamen Korndurchmessers diirfte von ZUNKER eingefiihrt worden
sein; jedenfalls findet sich ein entsprechender Verweis bei KOZENY [1953].

Die Berechnung des wirksamen Korndurchmessers wird im Anhang (Kapitel 7.4) ausfiihrlich dis-
kutiert. Hier soll daher nur das derzeit iibliche Verfahren vorgestellt werden. d,, in der Formel von
KOZENY 2-24 wird gemil VUKOVIC und SORO [1992] mit Verweis auf KOZENY berechnet

1 1 Ami
aus i Zl ) (2-25)
[dy] =m wirksamer Korndurchmesser; Beziiglich der Berechnung im Detail siche unten
[p] =dim.los Anzahl der Korngrofenklassen bzw. -fraktionen
[Am;] =g Teilmasse der KorngroBenfraktion mit dem Index i (= Masse des Siebriickstan-
des). Die Summe aller Teilmassen ergibt die Gesamtmasse der Probe m;:

iz

> Am; = my

i=1
[ms] =g Gesamtmasse der Feststoffpartikel einer Bodenprobe
[d] =mm mittlerer Durchmesser — genauer gesagt wirksamer Durchmesser — der Fraktion

mit dem Index i. Mit Ausnahme der feinsten Fraktion wird d; iblicherweise aus
dem harmonischen Mittel

L1 L)
di B 2 . di unten * di oben
berechnet, obwohl KOZENY eine andere Formel vorschlug.
Fiir den mittleren Durchmesser der feinsten Fraktion wird in Ermangelung an
publizierten Alternativen zumeist die Extrabehandlung gemaf3 Gl. 7-26 (siehe
hierzu Kapitel 7.4.3 im Anhang) gewihlt:
1.3 1
dl B 2 . dl oben

[d;open] = mm  oberer Grenzdurchmesser der betreffenden Fraktion.

[d;unen] = mm  unterer Grenzdurchmesser der betreffenden Fraktion (mit dem Index 7).

[dioben] = mm  oberer Grenzdurchmesser der feinsten Fraktion. Nachdem im allgemeinen der
kleinste beim Pipetteverfahren verwendete Grenzdurchmesser dg, 1 = 0,002 mm
ist und die feinste Fraktion somit der Tonfraktion entspricht, die alle Teilchen
mit 0 < d < 0,002 mm umfasst, ist zumeist d; oper = 0,002 mm zu setzen.
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Zusammenfassend ist festzustellen, dass man fiir den wirksamen Durchmesser eines Bodens, gebil-
det aus den mittleren Durchmessern der Fraktionen, die dem harmonischen Mittel der Fraktions-
grenzen entsprechen, und der Extrabehandlung der feinsten Fraktion laut VUKOVIC und SORO
[1992] sowie der Gewichtung der einzelnen Fraktionen nach deren Massenanteil folgende Formel
erhalt

1 13 Am pAm,(1 1)}
dw_ms.|:2'dl 0ben+l. > 2 . diu}zten+diob6n ' (2-26)

Ublicherweise werden die Verhiltnisse AKV; der Teilmassen der einzelnen Fraktionen Am; zur
Gesamtmasse m; gebildet, sodass die Kornverteilung in dimensionslosen Massenanteilen KV ange-

Am,- L
geben werden kann: AKV; ==~ DY AKV;=1
s i=1
Dann geht Gleichung 2-26 iiber in
L_;AKV1+pAKI/i 1 1 .
dw a 2 dl oben i=2 2 di unten di oben ( i )
[AKV]] = dim.los Massenanteil der Korngréenfraktion mit dem Index i an der Gesamt-

masse (= (Siebdurchgang oberer Grenzdurchmesser in % minus Siebdurchgang
unterer Grenzdurchmesser in %)/100).
[AKV1] =dim.los Massenanteil der feinsten Fraktion

Die Zusammenfassung der gegebenen Konstanten (g = 9810 mm/s%, v=1,01 mm?/s, Cx = 8,3x10°,
Umrechnungsfaktor von mm/s auf m/d = 86400/1000 = 86,4) liefert fiir den k-Wert nach KOZENY

3
n

= . . 2
k, = 6965 m d,”.

[ks] = m-d’! Durchlassigkeitsbeiwert in m/d
[dy] = mm wirksamer Korndurchmesser in mm

Beispiel 2-2:  Fur den in Beispiel 2-1 angegebenen Boden wurde im Labor der Poren-
anteil bestimmt. Er betragt n = 0,35. Ermittle die Durchlassigkeit nach KOZENY!

Fur die Ermittlung der spezifischen Oberflache und des wirksamen Korndurchmes-
sers nach KOZENY ist die untenstehende Tabelle hilfreich. Wie im Anhang ausge-
fuhrt, unterscheidet sich die Behandlung der letzten (feinsten) Fraktion nach
VUKOVIC und SORO nicht von allen Ubrigen Fraktionen, wenn man als absoluten
Kleinstdurchmesser bzw. Untergrenze der Fraktion 0,001 mm setzt.
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24

KorngréRRe d | Summenlinie d. | 1/mittl. Korngro- | Massenanteil d. | (1/dp ) Am;
Massenanteile | [3e d. Fraktion Fraktion

(mm) (%) 1/dmi (mm™) Am; (-) (mm™)
ggg 12282 0,031 0,1506 0,00468
16’0 69,32 0,053 0,1562 0,00843
11:2 56:23 0,075 0,1309 0,00994
8.0 47 63 0,107 0,0860 0,00921
4’0 37,66 0,187 0,0997 0,01869
2:0 30:33 0,375 0,0733 0,02751
10 25 66 0,750 0,0467 0,03502
0’63 21 ,83 1,293 0,0383 0,04950
0:20 14:95 3,293 0,0688 0,22650
0.125 11.82 6,500 0,0313 0,20362
0’063 8,95 11,936 0,0287 0,34230
0:02 3:36 32,937 0,0559 1,84171
0.006 148 108,333 0,0188 2,04270
0’002 0,89 333,333 0,0059 1,95059
’ 0’00 750,000 0,0089 6,68077
’ z 1,0000 13.45118

Der wirksame Korndurchmesser nach KOZENY d, ergibt sich als Kehrwert der
Oberflachenverhaltniszahl OVZ = 13,45118 mm™' (OVZ besitzt die Dimension L*L™)
zu d, = 0,0743 mm.
FUr Zimmer- bzw. Labortemperatur (20°C) betragt die kinematische Viskositat
v=1,01x10"°m?s, die Fallbeschleunigung fiir Wien ist g = 9,81 m/s?> und fir den
Kozeny-Beiwert wird Cx = 8,3%x107° gesetzt. Mit diesen Werten und mit n = 0,35 er-
halt man nach Formel 2-24
ks = 981 g 3,(10—3XL532X(0 0743x107%)? = 4,52x10° m/s
1,01x10 ' (1-0,35) ’ '
Der k-Wert nach KOZENY betragt also
ks = 6,08x107*x86400 = 3,9 m/d.
Dieser Wert stimmt mit dem Ergebnis nach HAZEN aus Beispiel 2-1 (ks = 3,6 m/d)
recht gut Uberein.

Allgemeines zum kapillaren Leitvermogen

Als vadose Zone sei jener Bereich des aus Lockermaterial bestehenden Bodens bezeichnet, der sich

iiber einem etwaigen Grundwasserkorper und dessen geschlossenem Kapillarsaum befindet und in

der Regel ungesittigte Poren aufweist. Die Bewegung des Wassers in der vadosen Zone erfolgt

demnach zumeist im ungeséttigten Zustand; manchmal auch unter feldgesittigten Bedingungen

(z.B. Infiltration mit Uberstau). Nur in seltenen Fillen ist von voller Sittigung auszugehen (z. B.

Grundwasseraufspiegelung).

Das im gesittigten Bereich und insbesondere in der Grundwasserhydraulik weithin giiltige Gesetz

von DARCY wird erweitert, um auch fiir den ungesittigten Zustand als brauchbares Flielgesetz zu
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dienen, indem das (geo-)hydraulische Potential durch das Potentialkonzept der Bodenphysik und
der Durchldssigkeitsbeiwert als konstanter Proportionalititsfaktor durch die vom Sittigungsgrad
abhéngige, variable Wasserleitfahigkeit ersetzt wird:

q=k-1 Gesetz von DARCY (2-28)
[q] =ms"' Durchflussrate, Filtergeschwindigkeit; besitzt eigentlich die Dimension
LT
[k] =ms"' Wasserleitfahigkeit. £ umfasst den Durchlissigkeitsbeiwert im Zustand voller
Séttigung und das kapillare Leitvermdgen bei Teilséttigung
[/] =dim.os Energiegefille, Gradient der Gesamtpotenzialhohe H. H setzt sich vornehmlich

aus der Lageh6he und der Druckhéhe zusammen. Wihrend die Druckhéhe im

Grundwasser praktisch immer positiv ist, herrscht in der vadosen Zone eine

negative Druckhohe vor.
Der Unterschied zwischen der vadosen Zone und dem Grundwasser besteht vor allem darin, dass
das kapillare Leitvermdgen im Gegensatz zum Durchléssigkeitsbeiwert &, nicht konstant, sondern
eine Funktion des Wassergehaltes bzw. der Wasserspannung ist und dass das Druckpotenzial (als
Teilpotenzial des Gesamtpotenzials) in der ungesittigten Zone im allgemeinen nicht positiv, son-
dern negativ ist. Und selbst dann, wenn das Druck- oder Tensiometerpotenzial in der vadosen Zone
zeitweilig positiv sein sollte, filhren verbleibende Lufteinschliisse im Porenraum dazu, dass die
Durchldssigkeit kleiner bleibt als &;. Die unter diesen Bedingungen auftretende Durchlassigkeit wird
mitunter als kz-Wert bezeichnet (fs steht fiir ,,field saturated®).
Unter vielen Umstidnden mag die ungeséttigte Wasserbewegung durch das Gesetz von DARCY aus-
reichend charakterisiert sein, doch keineswegs unter allen. Es soll nicht unerwihnt bleiben, dass
Phinomene wie z. B. der Makroporenfluss oder ,,Fingering* das Geschehen in der Praxis dominie-
ren kdnnen.

2.4.1 Definitionen

KASTANEK et al. [1980] definieren die Wasserleitfihigkeit k als eine Bodeneigenschaft, die bei
voller Sittigung als Durchlédssigkeitsbeiwert und bei Teilsdttigung als kapillares Leitvermogen
bezeichnet werden kann; k ist daher ein Uberbegriff zu diesen GroBen. Wegen der Richtungsabhiin-
gigkeit ist k eigentlich ein Tensor (mit symmetrischen Nebendiagonalelementen).

Als Durchldssigkeitsbeiwert k; (oder k) wird die Wasserleitfahigkeit des geséttigten
Bodens bezeichnet. k; kann im Feld z. B. mit der Bohrlochmethode oder durch einen Pumpversuch
ermittelt werden, im Labor an ungestorten Stechzylinderproben, bei denen die Luft aus dem Poren-
raum vollstdndig verdrangt wurde. Der Durchldssigkeitsbeiwert ist mafigeblich fiir den Grundwas-
serfluss und daher die wichtigste physikalische GroB3e des Bodens fiir die Geohydraulik.

Das kapillare Leitvermogen wird hingegen auf den ungesittigten Boden beschréinkt. Es kann

als hysterese Funktion sowohl des Wasseranteiles als auch der Wasserspannung betrachtet werden:
k=f(0) bzw. k=f(h).

Als relatives kapillares Leitvermogen k, wird z.B. von MUALEM [1976] das Verhéltnis
zwischen dem kapillaren Leitvermdgen bei gegebener Wasserspannung k (4) und der Wasserleitfa-
higkeit bei voller Sattigung k; bezeichnet (6fter noch wird £, als Funktion der effektiven Sittigung
betrachtet: k. (Se)).
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Fiir den Durchldssigkeitsbeiwert unter feldgesdttigten Bedingungen kg lasst sich zwar keine
strenge Definition in der Literatur finden, doch kann £y als maBgeblich fiir die vadose Zone betrach-
tet werden, wenn die Druckpotentialhdhe groBer oder gleich Null ist (42 >0). kg ist daher eine
wichtige GrenzgroBe fiir die Infiltration und kann z.B. mit einem Doppelring-Infiltrometer, mit
einem Permeameterversuch oder mit der umgekehrten Bohrlochmethode bestimmt werden. Weil in
der vadosen Zone unter Feldbedingungen selbst bei 2 > 0 Lufteinschliisse bzw. Luftblaschen in den
Poren verbleiben, ist ks stets deutlich kleiner als k. So gesehen ldge es nahe, & (und eben nicht k)
als Grenzfall des kapillaren Leitvermogens bei 6 = n bzw. h = 0 (k(n)) zu betrachten.

Je nach Disziplin sind unterschiedliche Fachausdriicke vorherrschend. Nachdem sich die Geo-
hydraulik ausschlieBlich mit der Wasserbewegung im gesittigten Zustand beschiftigt und der
Durchlissigkeitsbeiwert ihr wichtigster Parameter ist, liegt es auf der Hand, dass sie sich eines spe-
ziellen Begriffes bedient, der nur fiir diesen Zustand zutrifft. Dass hingegen in der Bodenphysik der
Begriff des kapillaren Leitvermdgens viel mehr Verwendung findet als der der Wasserleitfdhigkeit,
ist weit weniger verstidndlich, denn die Bodenphysik beschéftigt sich nicht nur mit der Teilsatti-
gung, sondern auch mit dem Zustand der Vollsittigung.

Ob die Einfithrung des eigenen, auf die Teilsdttigung beschriankten Fachausdruckes des kapillaren
Leitvermogens physikalisch gerechtfertigt oder sogar bedingt ist, wird in der Literatur zum Teil
kontrovers diskutiert. HILLEL [1998] stellt den Terminus ,kapillares Leitvermdgen® in Frage und
meint zum Adjektiv ,kapillar®, dass es wahrscheinlich unnotwendig, ja sogar missverstiandlich sei,
da ungesittigter Fluss genauso wenig dem Kapillarmodell entsprechen miisse wie geséttigter Fluss.
Dem instationdren Verhalten der Grenzflichen bzw. Kapillarmenisken misst er fiir den ungesattig-
ten Fluss nur untergeordnete Bedeutung zu (man denke z. B. an den Laborversuch zur Bestimmung
des kapillaren Leitvermodgens, bei dem die Kapillarkrifte nach Erreichen des Stationédrzustandes fiir
den Fluss bedeutungslos sind). Vielmehr sei die Wasserleitfahigkeit im ungesittigten Zustand vom
verminderten Durchflussquerschnitt aufgrund der mehr oder weniger trocken gefallenen groberen
Poren und von der groBeren Tortuositit des Stromungsweges gepragt.

Vielleicht lassen sich die unterschiedlichen Standpunkte einigermalen durch die Aussage auf einen
Nenner bringen, dass die Kapillaritit zwar nicht fiir das Leitvermdgen als solches verantwortlich ist,
aber indirekt fiir den GroBenwert desselben, weil sie je nach Porenkonfiguration dafiir sorgt, dass
mehr oder weniger Porenquerschnittsflichen fiir den ungeséttigten Fluss zur Verfiigung stehen.

Als weiterer Kritikpunkt am Terminus des kapillaren Leitvermdgens wire hinzuzufligen, dass er
das ,,Filmkriechen* des Adsorptionswassers nicht umschlie3t, dieses jedoch ebenfalls dem ungesét-
tigten Fluss zuzuordnen ist. Inwieweit allerdings dieser Fluss des Adsorptionswassers durch das
Gesetz von DARCY beschrieben werden kann, sei dahingestellt.

Ebenfalls fraglich ist, ob die Wasserleitfahigkeit im gesittigten Zustand als Grenzfall des kapillaren
Leitvermogens (bei 8 = n bzw. h = 0) gesehen werden kann — in erster Linie wohl deshalb, weil die
fiir den ungesattigten Zustand charakteristischen Kapillarmenisken im voll geséttigten Boden gar
nicht vorhanden sind. MUALEM [1976] benutzt die Begriffe ,,unsaturated hydraulic conductivity*
und ,,hydraulic conductivity at saturation k", jedoch nicht ,,capillary conductivity*. Das ist inso-
fern bemerkenswert, als die Kapillaritit einen wesentlichen Anteil an der Theorie in seinem Artikel
einnimmt (und die Adsorptionswasserbewegung auller Acht bleibt). Jedenfalls behandelt er zumin-
dest mathematisch k; als Grenzfall des kapillaren Leitvermogens bei voller Sittigung. Die physika-
lische und terminologische Trennung zwischen der Wasserleitfdhigkeit im ungesittigten und im
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gesittigten Zustand wird dadurch hinfallig.

Neben den Leitfahigkeitsbegriffen bzw. Grenzfillen fiir & gilt es auch, diverse Stromungsgeschwin-
digkeitsbegriffe auseinander zu halten:

Die Filtergeschwindigkeit ist in der ONORM B 2400 [1986] definiert als Quotient aus
Grundwasserdurchfluss Q und der zugehdrigen Fliche des Grundwasserdurchflussquerschnitts A.
Der nicht definierte, vielleicht besser zutreffende Begriff Durchflussrate soll als Synonym verwen-
det werden: qg=QJ/A.

Die betrachtete Querschnittsfliche 4 wird von Poren, die mit Wasser und mehr oder weniger Luft
gefiillt sind, und von Feststoffen eingenommen.

Die Abstandsgeschwindigkeit ist die Lange eines Stromlinienabschnittes, geteilt durch die
Grundwasserfliefzeit: v-A=1/t.
Die Abstandsgeschwindigkeit wird hiufig aus Tracerversuchen ermittelt. Genau genommen ist der
Weg, den ein einzelnes Teilchen zwischen der Einbringungsstelle im Boden und der Stelle, an der
es spater aufgespiirt wird, kein Stromlinienabschnitt, sondern ein Bahnlinienabschnitt. Wenn jedoch
die Abstandsgeschwindigkeit groB ist im Verhéltnis zu den zeitlichen Anderungen der Stromungs-
bedingungen, kann die Strdmung als quasistationir betrachtet und der Unterschied zwischen Strom-
und Bahnlinie vernachldssigt werden, weil sie bei stationdren Verhiltnissen zusammenfallen.
Dariiber hinaus kann der genaue Weg eines Partikels durch den Boden nicht beobachtet werden. Als
erste Nidherung wird oft die Lénge der direkten Verbindung zwischen dem Anfangspunkt und dem
Endpunkt herangezogen.

Die Porengeschwindigkeit v ist der Quotient aus der Durchflussrate und dem durchstromten
Flachenanteil 4;, der dem wassergefiillten Porenanteil n; entspricht:

-_9

V= (2-29)
v] =ms" mittlere FlieBgeschwindigkeit in den Poren
[q] =ms"’ Durchflussrate
[7;]] =dim.los wassergefiillter Porenanteil

d.h. v = g/n bei Vollsittigung und v = Q/A; = q A /A4, bei Teilsattigung.

Die wahre Grundwassergeschwindigkeit ist laut ONORM B 2400 [1986] die tatsiichliche,
sowohl der Richtung als auch der GroBe nach sich dauernd dndernde, praktisch nicht messbare
Geschwindigkeit eines Grundwasserteilchens.

2.4.2 Bestimmungsmoglichkeiten

Grundsitzlich stehen Laborversuche, Feldversuche und indirekte Verfahren zur Auswahl. Eine
ausfithrliche Darstellung der Methoden zur Bestimmung der ungeséttigten hydraulischen Leit-
fahigkeit im Labor und im Feld stammt u.a. von PLAGGE [1991]. Abgesehen von theoretischen
Untersuchungen sind immer in-situ-Versuche im Feld anzustreben. Im Kapitel 2.9 wird die
wichtigste Feldmethode — die Profilmethode — in zwei Auswertungsvarianten vorgestellt.

Kleiner als der Aufwand fiir Feldversuche ist jener fiir Laborversuche. Die notwendige apparative
Ausriistung hingt stark vom Verfahren ab und ist besonders bei hohem Automatisierungsgrad teuer.
Nachdem sowohl die entsprechenden Feld- als auch Laborversuche relativ aufwindig sind, wird &
of nur indirekt durch diverse Modellansétze bestimmt.

Allgemeines zum kapillaren Leitvermogen Seite 65



Das wohl einfachste Modell zur Beschreibung der porosen Struktur des Bodens, die fiir das
kapillare Leitvermdgen ausschlaggebend ist, ist der Ansatz von KOZENY-CARMAN, bei dem die
Bodenporen als ein Kapillarenbiindel aus lauter gleich groBen zylindrischen Rohren betrachtet
werden. Dieses uniforme Kapillarenbiindel wurde von BURDINE [1953] durch ein Biindel unter-
schiedlich grofler Kapillaren ersetzt, das dieselbe effektive Porengrofenverteilung besitzen wie der
Boden [OR und WRAITH, 1977a]. Weil der Fluss in einer unregelmafig geformten Pore viel
weniger von einem mittleren Porenradius bzw. von der spezifischen Oberfliche abhingt als von
Poren-Engstellen entlang des Stromungsweges [HILLEL, 1998], muss ein verbessertes Modell die
Anzahl und Grofle dieser Engstellen ebenso wie die Verbindungen von Poren unterschiedlichen
Durchmessers und die Tortuositdt beriicksichtigen. Ein entsprechend abgedndertes Modell wurde
bereits 1950 von CHILDS und COLLIS-GEORGE eingefiihrt. Hierbei denkt man sich das Kapil-
larenbiindel mehrfach in Normalebenen auf die Kapillarenachse durchgeschnitten und wieder zu-
sammengesetzt, wobei allerdings die einzelnen Stiicke beliebig zueinander versetzt werden. Dieses
Modell des serienparallelen Kapillarenbiindels bildet die Basis fiir die meisten Ansétze zur modell-
haften Beschreibung des kapillaren Leitvermdgens bis heute, so auch fiir jene von MARSHALL
oder MUALEM oder BHABANI und KLUITENBERG [1995]. In sehr trockenen Boden wird die
Wasserbewegung nicht von den Kapillar-, sondern von den Adsorptionskriften beherrscht. Fiir
diesen Bereich sind die genannten Modellansétze nicht geeignet [LELJ et al., 1997].

2.5 Kapillares Leitvermogen — Ansatz von MARSHALL

Wenn der Boden Aggregatgefiige aufweist, ist im Gegensatz zum Einzelkorngefiige nicht die Korn-
grofBenverteilung das bestimmende Element der Porenstruktur, sondern die Wasseranteil-Matrix-
potenzial-Beziehung (= Bodenwassercharakteristik, Riickhalte- oder Retentionskurve). Fiir die Her-
stellung des Zusammenhanges zwischen der Durchldssigkeit und der Porenstruktur sowie zwischen
der Porenstruktur und der Wasseranteil-Matrixpotenzial-Beziehung sind mehrere Modellansétze
erforderlich. Selbst wenn die Geometrie des Porenraumes exakt bekannt wire (fiir sehr kleine
Bodenproben ist dies mit sehr hohem Aufwand anndhernd moglich), konnte die Strémung hydrau-
lisch kaum nachvollzogen werden. Die Porengeometrie muss daher durch Modelle extrem verein-
facht und durch Transferfunktionen erfasst werden. Fiir die Bestimmung der Porengréf3enverteilung
kann praktisch nur die Retentionskurve herangezogen werden (sieche S. 14).

Das Porensystem wurde von MARSHALL (1958) grundsétzlich als serienparalleles Kapillarenbiin-
del aufgefasst, wobei angenommen wurde, dass sich der Fluss sowohl in einer beliebigen Teilpore
als auch genau an der Ubertrittsstelle von einer Teilpore zur nachfolgenden durch das Gesetz von
HAGEN und POISEUILLE (siehe Kapitel 7.5.1 im Anhang) fiir laminare Stromung durch eine
Kapillare mit dem Aquivalentradius rp beschreiben ldsst (Gleichung 7-33):

_l’l['g'dpz -]_n/'g-p-rz-]

32 81 (2-30)
[q] =ms"’ Durchflussrate
[7;]] =dim.los wassergefiillter Porenanteil; n=46
[d] =m Aquivalentdurchmesser der Pore
[v] =m>s' kinematische Viskositit des Strémungsmediums; v =#/p
[*] =m Aquivalentradius der Pore; r=dpl2
/] =dim.los Gradient der Gesamtpotenzialh6he
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[7] =kegm s dynamische Viskositit des Strémungsmediums

Durch die Gegeniiberstellung mit dem Gesetz von DARCY (2-28) erhélt man fiir das kapillare Leit-
vermogen

k=n-r-—— (2-31)

87

CHILDS und COLLIS-GEORGE [1950] stellten eine von der Porengrofenverteilung eines Materi-
als abhédngige Beziehung fiir die Berechnung des k-Wertes auf. Bei Verbindungen von Poren mit
unterschiedlicher Grof3e wird der Radius der kleineren Pore als dquivalente GroBe angesetzt. Wird
ein pordses Material durch einen Schnitt in 2 Hélften geteilt und beliebig wieder zusammengesetzt,

dann gilt fiir den k-Wert, resultierend aus der zufdlligen Verbindung von Poren unterschiedlicher
GroBe

p=R r=R
k=M-3% X 56%f(p)drf(6)dr
p=0 r=0
o, p Radien von verbundenen Poren

0 kleinerer Radius
f(0)dr, f(p)dr  Querschnittsanteile der Poren mit Radius 7 bis »+ dr
M Radius der groBten Poren

Im ungesittigten Boden ist R der Radius der groften mit Wasser gefiillten Poren
Aufbauend auf CHILDS und COLLIS-GEORGE postulierte MARSHALL [1958] eine mittlere
Querschnittsfliche von Poren-Engstellen. Die Einheitsflichen der zwei geteilten Querschnitts-
flichen wurden so behandelt, als ob N Anteile mit der gleichen Fliche (1/N) und dem Porenanteil n
vorhanden sind. Weiters beinhalten die Einheitsflichen Poren mit einem Radius 7y, 7, ... vy, wobei
r;>r;+1. Wenn die zwei Hélften wieder vereinigt werden, so wird jeder Teil der einen Oberfldche
mit N Teilen der Fliche 1/N?* zusammengefiigt. Bei der Zusammenfiigung wird angenommen, dass
alle Poren perfekt miteinander kommunizieren, wobei die kleinere Pore in jeder Verbindung als
Porengrofe betrachtet wird. Da jedoch die Verbindungen héufig nicht Pore auf Pore erfolgen, wird
angenommen, dass die Kontaktflaichen im Mittel den n-fachen Werten (n = Porenanteil) der kleine-
ren Porenfldchen entsprechen.
Fir die mittlere Querschnittsfliche - aller Verbindungsstellen (Poren-Engstellen) konnte
gezeigt werden:

ot =nn N2 [r? 430+ + (2N—-1)r] (2-32)
Mit k=n'r12-&g — r12=k-_’7_
87 np-g
8- )
folgt k-;’; =02 N[ 432 4 2N 1] (2-33)
und weiter k=n*>N7 -‘%}‘;{-[rlz +3 7+ .+ (2N-1)ry]
1 o po N
oder k=gn®N 2-%73- S 2 1) 72 (2-34)

i=1

Mit Hilfe der Beziehung zwischen dem Porenradius und der Wasserspannung / (o = Oberflachen-
spannung) (Gleichung 7-16) r=2a/(p-g-hi) (2-35)
lisst sich der Aquivalentradius » durch die Wasserspannung 4 ersetzen:
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N

L5008 N gy 4

k—8n N ” Z(Zz 1) m (2-36)
i=1

Die Formel von MARSHALL lautet schlieBlich
N
2 2
k=n—- d . (2-1‘—1)-L (2-37)
N2 29pg 2l
i=1

Beispiel 2-3:  Formel von MARSHALL flir Standardwerte:

Kennwerte von Wasser bei 10 °C: 5 )
ool n?00742 A PN
7 =1,307x10" Ns/m? =2 NZ1,307x10 °x9804 2 (21=1)pz
i=1
p = 9804 N/m® '
Fuar h;in m:
o=0,0742N/m N
k=0,215x10"-n2-N2- Y (2:i-1)-hi 2 (mls)
i=1
r? = (2x0,074/9810)* h™ oder fir h; in cm:
2 _ =10 ;-2 N
r©=2.276x10 " h k=215-n2-N2- 3 (2:i-1)- h2 (cm/s)
i=1

Beispiel 2-4:  Gesucht ist das kapillare Leitvermdgen k bei 25, 50, 75 und 100 % Satti-
gung mit der Methode nach MARSHALL!

Gegeben: Wasserspannung-Wasseranteil-Beziehung (aus Messungen); n = 39 %
h(m) 10,00 0,05 0,10 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20 1,50 2,00 3,00 5,00
6 (%) |39,0 39,0 39,0 39,0 38,2 344 264 17,7 116 6,9 45 3,7 35

Anmerkung: Genau genommen sind die Werte der Retentionskurve nicht gemessen
worden, sondern Funktionswerte der Rybakowa-Funktion (Funktion 2-5) mit den fol-
genden Parametern: 65 =39,0%, 6,=3,5%, C=1,50 und D =4,50. Des weiteren
wurden die Wasserspannungen der untenstehenden Tabelle an den Intervallteilungs-
punkten nicht linear interpoliert oder aus dem Graphen gemessen, sondern aus der
inversen Funktion errechnet (und auf die zwei angegebenen Stellen gerundet).

Als Porenanteil n ist in diesem Zusammenhang der Wasseranteil bei einer Wasser-
spannung h =0m zu betrachten: n=6(h=0) = 6;. Der Wasseranteil bei Vollsatti-
gung oder S =100% betragt also n bzw. 39,0%, bei S=75% betragt er 0,75-n
=29,25%, bei S=50% 0,50-n =19,50% und bei S =25% 0,25-n =9,75 %.

Der gesamte jeweils zutreffende Bereich (also fir S=100% 0<6<39%, fur S=
75% 0<60<29,25%, fur S=50% 0<6<19,50% und fir S=25% 0<6<9,75%)
konnte nun fur jede der vier verschiedenen Sattigungsgrade in eine mehr oder weni-
ger beliebige Anzahl an gleichmafigen Intervallen unterteilt werden, wobei fur die
gesamte Kurve eine Intervallanzahl zwischen 8 und 15 gulnstig ist und fur die kleine-
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ren Sattigungsgrade entsprechend weniger. Fur die Sattigungsgrade 1/4, 2/4, 3/4
und 4/4 empfiehlt es sich natlrlich, eine ganzzahlig durch Vier teilbare Anzahl zu
wahlen, weil sich dann fur alle Sattigungsgrade idente Intervalle ergeben.

Wir wahlen N =12 (dann besteht die Retentionskurve fur den kleinsten Sattigungs-
grad aus 3 Intervallen; das ist i.a. ausreichend), tragen die Retentionskurve gra-
phisch auf und entnehmen aus den jeweiligen Intervallmitten

6i=(N-i+1/2)nIN
die zugehdrigen Wasserspannungen h;. Die Werte fur h kénnen naherungsweise
auch linear interpoliert werden. Fir den weiteren Berechnungsablauf legt man am
besten eine Tabelle an (Die Spalten nach i enthalten die Werte fur 2-i—1).

6; hi | 1/h? S=1,00 S=0,75 S=0,50 S=0,25
(%) (m) | (m™@) | i| |@i-1hH i| |@i-1ypA il [2i-1)kA i |(2i-1)k?
37,375 (0,47/4,618| 1| 1| 4,618
34,125 |0,61/2,710] 2| 3| 8,130
30,875 |0,70|2,055| 3| 5| 10,273
27,625 (0,77/1,673| 4| 7| 11,708 1| 1| 1,673
24,375 |0,84|1,403| 5| 9| 12,624 | 2| 3| 4,208
21,125 10,92/ 1,190| 6(11| 13,090 3| 5 5,950
17,875 | 1,00/ 1,009| 7(13| 13,119| 4| 7| 7,064| 1| 1| 1,009
14,625 | 1,09|0,845| 8|15| 12,675| 5| 9] 7,605 2| 3| 2,535
11,375 |1,21/0,686| 9(17| 11,654 | 6|11| 7,541| 3| 5| 3,428
8,125 |1,39/0,515|10{19| 9,785| 7(13| 6,695| 4| 7| 3,605| 1| 1| 0,515
4875 [1,87/0,287{11(21| 6,034 8|15 4,310| 5| 9| 2,586 2| 3| 0,862
1,625 «|(0,000/12/23] 0,000| 9|17 0,000 6/11] 0,000| 3| 5/ 0,000
s 113,710 T 45,045 z 13,163 s 1,377

Mit der in Beispiel 2-3 gewonnenen Formel fir h; in m unter Verwendung der ange-

N
filhrten Konstanten  k=0,215x1072-n2- N2 3(2:i-1)- h?
i=1

erhalt man fir S=1,00: k(S =1,00)=0, 215x10‘ x0,39%x127%x113,710 m/s
k(S =1,00)=1,07x1073 m/s

fiir S=0,75: k(S = 0,75) = 0,215x107°x(0,39%0,75)?x97?x45,045 m/s
k(S =0,75) = 4,91x10*m/s

fiir S = 0,50: k(S =0,50) = 0,215%x1073x(0,39%0,50)*x6°x13,163 m/s
k(S =0,50)=1,76x10"" m/s

fir S = 0,25: k(S =0,25) = 0,215%x107x(0,39x0,25)*x37%x1,377 m/s

k(S =0,25)=2,60x10"°m/s

Das relative kapillare Leitvermodgen k, bei einem Sattigungsgrad S als Quotient zwi-
schen dem kapillaren Leitvermogen k(S) bei diesem Sattigungsgrad und der Was-
serleitfahigkeit bei voller Sattigung ks = k(S = 1,0) betragt

4,910x107* 1,757x107*
k.(S=0,75) = 187gx18_ 0,457 k-(S=0,50) = 10?3x18_ 0,164
2.600%107°

k (S=0,25) = T(73x7073 = 0,024
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Beispiel 2-5:  Gesucht ist das kapillare Leitvermogen k bei 25, 50, 75 und 100 % Satti-
gung mit der Methode nach MARSHALL!

Gegeben: Wasserspannung-Wasseranteil-Beziehung (aus Messungen); n = 0,33

h (m)]0,00 0,05 0,10 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20 1,50 2,00 3,00 5,00
6 (-) 10,3300,3300,3300,3300,3300,3230,2920,227 0,156 0,105 0,048 0,0410,040

Anmerkung: Diese Kurve wurde ebenfalls kinstlich generiert. Hierfur wurden vorerst
die Parameter fur das Rybakowa-Modell vorgewanhlt (6s = 0,33, 6,= 0,035, C = 0,50
und D = 5,0) und die Funktionswerte bestimmt. Anschlielend wurden die Funktions-
werte willkurlich geringflgig verandert. Das Resultat entspricht daher sicher eher
einer Kurve wie sie aus Messwerten zustande gekommen sein kdnnte denn reine
Funktionswerte.

Eine Kurvenanpassung des Rybakowa-Modells an die obigen ,Messwerte” ergab fol-
gende Parameter: 6, = 0,039215, C = 0,532597 und D = 5,142146 (6s = 0,330). Ver-
gleicht man die handisch durchgezogene Kurve durch die Messwerte mit der ange-
passten Kurve, so stellt man fest, dass die angepasste Kurve deutliche Abweichun-
gen von den Messwerten aufweist. Es soll daher nachstehend das Ergebnis mit der
Marshall-Methode verglichen werden, wenn man a) die Wasserspannung aus der
angepassten Kurve errechnet und b) die Wasserspannung linear aus den Mess-
werten interpoliert.

a) Wasserspannungen aus der angepassten Rybakowa-Funktion

Bestimmung des kapillaren Leitvermdgens nach MARSHALL Seite 70



6; hi | 1/h? | S=1,00 S$=0,75 S=0,50 S$=0,25
(-) m) |m™@ | il @i-1ypd i (@i-1yhA il (i-1yhH i (20 1)h?
0,31625(0,63]2,517| 1| 1| 2,517
0,28875|0,80| 1,576) 2| 3| 4,729
0,26125|0,90| 1,235 3| 5| 6,174
0,23375|0,99| 1,029| 4| 7| 7,203| 1] 1] 1,029
0,20625| 1,07/ 0,880| 5| 9| 7,916| 2| 3| 2,639
0,17875| 1,15/ 0,759| 6[11| 8,344| 3| 5/ 3,793
0,15125| 1,24 0,653| 7[13| 8,484| 4| 7| 4,568| 1| 1] 0,653
0,12375| 1,34| 0,553| 8[15| 8,299| 5| 9| 4,979| 2| 3| 1,660
0,09625| 1,49/ 0,452| 9(17| 7,687 | 6|11| 4,974| 3| 5| 2,261
0,06875| 1,73/ 0,335/10(19| 6,370 | 7|13| 4,358| 4| 7| 2,347 1] 1] 0,335
0,04125|2,96| 0,114/11[21| 2,392| 8|15 1,709| 5/ 9] 1,025 2| 3| 0,342
0,01375| | 0,000/12[23| 0,000| 9/17| 0,000] 6/11] 0,000 3| 5| 0,000
¥ 70,115 > 28,049 > 7,945 > 0,677
k(1,00) = 0,215%x107°x0,33%x1272x70,115 m/s = 4,74x12% m/s
k(0,75) = 0,215x107°%(0,33%0,75)*x97°x28,049 m/s = 2,19x12™*m/s
k(0,50) = 0,215%x107°x(0,33%0,50)?x67%x7,945m/s =  7,59%127°>m/s
k(0,25) = 0,215x107°%(0,33%0,25)*x37°x0,677 m/s = 9,15x12°m/s
k-(0,75) = 0,462 k-(0,50) = 0,160 k-(0,25) = 0,019
b) Wasserspannungen linear interpoliert

Nach der Formel h (9) = hj-q + (h,'— h;—1)/(9,'— 9,'—1)x( 6- 9,'_1) 6-16<6;

(die Indizes beziehen sich auf die gemessenen Werte mit aufsteigendem 6) erhalt
man z. B. fir den mittleren Wert des dritten Intervalls

h(0,26125) = 1,00 + (0,80 - 1,00) /(0,292 - 0,227)%(0,26125 - 0,227) = 0,8946 m.

6 hi | 1/h? | S=1,00 S$=0,75 S=0,50 S$=0,25
(=) m) [(m™2) | i| |@i-1ypy i| |@i-1ypd 0| \@i-1yhd i |(2i-1)kh?
0,31625]0,64/2,441] 1| 1| 2,441
0,28875|0,81| 1,524| 2| 3| 4,572
0,26125/0,89 1,262| 3| 5| 6,312
0,23375| 0,98/ 1,041| 4| 7| 7,289 1] 1] 1,041
0,20625| 1,06/ 0,890| 5/ 9| 8,010 2| 3] 2,670
0,17875| 1,14/ 0,769| 6/11| 8,464 | 3| 5| 3,847
0,15125| 1,23/ 0,661| 7[13| 8,593| 4| 7| 4,627 | 1] 1| 0,661
0,12375[1,39/0,518| 8|15| 7,764| 5/ 9| 4,658| 2| 3| 1,553
0,09625| 1,58/ 0,401| 9]17| 6,810 6/11| 4,406| 3| 5| 2,003
0,06875| 1,82/ 0,302|10[19| 5,736 7[13] 3,925| 4| 7| 2,113| 1] 1] 0,302
0,04125|2,96| 0,114|11]21| 2,397 | 8/15| 1,712| 5| 9] 1,027| 2| 3| 0,342
0,01375| =/ 0,000{12/23] 0,000 9/17] 0,000] 6/11] 0,000 3| 5 0,000
> 68,388 > 26,887 > 7,357 > 0,644
k(1,00) = 0,215%x107°x0,33%x1272x70,115 m/s = 4,62x12*m/s
k(0,75) = 0,215x107%%(0,33x0,75)*x972x28,049m/s =  2,10x12*m/s
k(0,50) = 0,215%x1073x(0,33x0,50)?x67?x7,945m/s =  7,03x12°m/s
k(0,25) = 0,215x107%%(0,33x0,25)*x372x0,677 m/s =  8,71x12°m/s

Bestimmung des kapillaren Leitvermdgens nach MARSHALL Seite 71



k.(0,75) = 0,454 k:(0,50) = 0,152 k:(0,25) = 0,019
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Im obigen Graphen sind die Unterschiede der beiden Verfahren hinsichtlich der
Gewinnung eines geschlossenen Kurvenzuges deutlich zu erkennen. Wahrend die
angepasste Rybakowa-Funktion einen glatten Verlauf ergibt, der jedoch von man-
chen Messwerten abweicht, verlauft der Polygonzug zwar genau durch die Punkte,
weist jedoch unrealistische Knicke auf. Es kann daher weder dem einen noch dem
anderen Verfahren der Vorzug eingeraumt werden. Unter der Annahme, dass die
Datenpunkte exakt und nicht fehlerbehaftet sind, sind Approximationsfunktionen
weniger geeignet, doch ist auch eine sorgfaltige Wahl unter den Interpolationsfunkti-
onen (z.B. Form erhaltende Interpolationssplines) notwendig, um ein Ergebnis zu
erzielen, das dem ,wahren“ Verlauf der Retentionskurve nahe kommt.

2.6 Bestimmung des relativen kapillaren Leitvermogens nach MUALEM

Ausgangspunkt der Uberlegungen von MUALEM [1976] ist die Niherung der Beziehung zwischen
dem effektiven Séttigungsgrad und dem relativen kapillaren Leitvermdgen durch eine Potenzfunk-
tion, die urspriinglich von KOZENY aufgestellt und von MUALEM erweitert wurde:

ky=klks=Se” (2-38)
[k] =dim.os relatives kapillares Leitvermogen
[k] =ms' kapillares Leitvermdgen
[k] =ms" Durchléssigkeitsbeiwert (bei Vollséttigung)

[Se] =dim.los effektiver Séittigungsgrad
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[¢] =dim.los Parameter; der Wert 3,5 ergab experimentell die geringste durchschnittliche
Abweichung zu verschiedenen Béden

Der effektive Sattigungsgrad unterscheidet sich vom normalen Séttigungsgrad S dadurch, dass nicht
6 =0, sondern der Restwasseranteil 6, als Bezugspunkt fiir den Nullwert von Se gewihlt wird:

0-6,
Se = 0.-0, (2-39)
[/] =dim.los vorgegebener Wasseranteil
[6,] =dim.los Restwasseranteil; eigentlich nur ein Modellparameter
[6,] =dim.los Wasseranteil bei Vollséttigung; 8, = n, eigentlich nur von der Priméirkurve

erreicht

Ein weiterer Ansatz beruht auf der Riickhaltekurve, also auf dem Zusammenhang der Bodenwasser-
spannung mit der Porengroe und somit dem Durchflusswiderstand. Der Fluss in einer Pore l4sst
sich nach dem Gesetz von HAGEN und POISEUILLE darstellen durch

4
wrig d
0= & (2-40)

wobei v die kinematische Viskositéit und y das Gesamtpotenzial (= y, + y,) ist.

Mochte man nun den Fluss durch ein ganzes Porensystem beschreiben, so kann das Porensystem
vereinfacht als zwei hintereinander befindliche Poren mit unterschiedlichem Radius und unter-
schiedlicher Lange dargestellt werden (Grundform des serienparallelen Kapillarenbiindels). Sollen
die beiden Poren mit den Radien » und p bzw. den Langen /. und /, durch eine Pore mit dem Radius
R ersetzen, so muss der Fluss Q in den beiden Poren und in der Ersatzpore derselbe sein:

writg Ay, _mptg Ay, _mptg AptAy, [l fj
T

& I & I, 8v L+,

"

oder mit Ay, + Ay, = Ay und L+1,=1 Jen Ao H’ .
s Ay 4 Ay 4 Ay, -
RE=pr=rm =p 7y

Zur Erhaltung der Massenkontinuitit soll die Ersatzpore dasselbe Volumen besitzen wie die beiden
Einzelporen, also R*! =r*I,+p*-1,. Nimmt man ferner an, dass sich die Léngen der beiden Poren
wie ihre Radien verhalten (dickere Poren sind fiir gewdhnlich auch lédnger)

L, r

L= (2-41)
so ergibt sich schlieBlich der Radius fiir die Ersatzpore:  R>=rp.
In einem homogenen pordsen Medium seien die Poren durch ihren Radius » gekennzeichnet. Der

Beitrag aller Poren mit dem Radius » bzw. r+dr zu 8 bzw. dé ist f(r)-dr = d6, wobei f(r) die Poren-

R
verteilungsfunktion ist. Wir haben somit ff (r)dr=06(R)

Ryax
und im besonderen ff (r)dr=6.
Ryin

Weil die flichenbezogene Porositét hier gleich der volumetrischen Porositét ist, représentiert f(7) dr
das Verhiltnis der Porenfliche mit den Radien » — r+dr zur Gesamtflache. Betrachtet man einen
prismatischen Korper, so wird die Verteilung der Poren auf der Deckfliche ab einer gewissen
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Linge bzw. einem gewissen Abstand Ax von der Grundfliche (x) vollig unabhingig von der Ver-
teilung der Poren auf der Grundfliche sein. Nur die Porenflichen in Summe seien gleich. Die
Wahrscheinlichkeit, dass Poren mit den Radien » — r+dr bei x auf Poren mit den Radien
p— p+dp bei x + Ax treffen, ist  a(r,p)=f(r)f(p)drdp.
Hier existiert keine direkte Verbindung zwischen den Poren » und p entlang der x-Achse. Im ande-
ren Extrem, wenn Ax gegen Null geht, ist die Deckung hingegen vollstindig. Da uns in erster Linie
die Auswirkungen der Anderungen der Poren auf das hydraulische Leitvermdgen interessieren,
sollte Ax in derselben GroBenordnung wie die Porenradien liegen. Die Wahrscheinlichkeit einer
Verbindung einer Pore » — r+ dr mit einer Pore p — p+dp ist
a(r,p)=GR,r,p) f(r) f(p)drdp.

G (R, r,p) ist eine Korrekturfunktion, die der teilweisen Korrelation zwischen den Poren » und p bei
einem gegebenen Wassergehalt 4 (R) Rechnung trigt.
Weil der Beitrag der Porenkonfiguration im Korper zum Leitvermdgen nicht genau abgeschétzt
werden kann, werden 2 vereinfachende Annahmen getroffen:
1. Es gibt keinen Umgehungsfluss zwischen den Poren im Korper und
2. die Porenkonfiguration wird durch ein Kapillarelement-Paar ersetzt, dessen Langen proportio-

nal zu deren Radien sind: LI, =rlp

Die hydraulische Leitfihigkeit (als Aquivalent zur Geschwindigkeit, also Q/4) variiert mit 7 -c.
Falls wir einen Korrekturfaktor T (R,r,p) <1 fiir die Tortuositidt mit beriicksichtigen, ergibt der
Beitrag des r-p -Elementes zur Leitfahigkeit

T(R.r.p):G (R,r.p)rpf(r)f(p) drdp
f f TR 72) G R ) 79 17) () dr dp.

Ryin Ry

dk, (r, p) =

Fiir einen gegebenen Wassergehalt 0 (R) betrdgt das zugehorige relative Leitvermogen k. (6)

S JT®Rr.p)-GR,r,p)rp () f(p)drdp

RmR ,,,,,,

f fT(R 9 -G (Ror,p) 70 f () £ (p) drdp

Ruin Runin

K (0) =

Weil man keine Kenntnis iiber die Funktionen 7 und G gewinnen kann, wird angenommen, dass die
Tortuositit und der Korrelationsfaktor eine Potenzfunktion von 6 sind und daher nur von R abhin-
gen (der Exponent dieser Potenzfunktion ist als Modellparameter zu betrachten, fiir den MUALEM
das Formelzeichen n verwendete; zur Vermeidung von Verwechslungen wird dieser Parameter in

diesem Dokument mit J bezeichnet). Demzufolge ist
2

R
f rof (r)dr fp f(p) dp f rof(r) dr
ke (0) = Se’ - 3 =8| —— (2-42)
fr f(rydr- fp f(p)dp fr f(r)dr

rrrrrr

Durch Anwendung des Kapillargesetzes » = c/h (siche GI. 7-18; die Konstante kann aus beiden
Integralen herausgehoben und weggekiirzt werden) und f(r) dr = dé@ erhilt man schlielich
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0

(2-43)

Der Parameter ¢ berilicksichtigt nach MUALEM die Korrelation zwischen den Poren und die Tor-
tuositit des Stromungsweges, kann aber auch einfach als zusitzlicher Freiheitsgrad betrachtet wer-
den, der aus einer Kurvenanpassung an Messwerte bestimmt werden kann. Daraus konnen sich
sowohl positive als auch negative Parameterwerte ergeben, wobei Se’ fiir n <0 vom Wert 1 fiir
Se =1 mit kleiner werdendem Se zunimmt. Das ist noch kein physikalischer Widerspruch, solange
der zweite Multiplikand im Modell entsprechend stérker abnimmt, verursacht aber mathematische
Probleme fiir Se — 6, wegen 1/0° = 0. Wie auch immer, MUALEM selbst hat bei der Uberpriifung
seines Modells anhand von 45 Bdden ermittelt, welcher einheitliche Wert fiir alle 45 Boden den
kleinsten Fehler ergibt und ist dabei zu dem Wert d = 0,5 gelangt. In der Tat wird J fast immer mit
diesem Wert belegt; vielleicht nicht so sehr deshalb, weil die meisten Boden kaum davon abwei-
chen als einfach aus Mangel an Vergleichs- oder Messwerten.

1,0 \ 1 ————=2 21
: T 7~/
AT o/

0.8 + L/' i AL
A L g
< 0,6 _y. \ \ / 13 e
2 1y A N 2
0:3 044 \.\'.- // L9 %3
W \ S : : v
3 .y | \ N 5 &

<N N : I

0,0 = T R

00 02 04 06 08 1,0

Abbildung 2-2:

Se (-)

Funktion Sé¢° fiir verschiedene Werte &

o= 0,1
5= 0,5
5= 1,0
5= 2.0
=05
5=-1,0
5=-2.0

Mochte man das kapillare Leitvermdgen zur Génze als Funktion der effektiven Séttigung darstellen,
muss das Integral entsprechend transformiert werden. Hierfiir geht man von der Beziehung 2-2

aus, leitet nach dab
und erhilt schlieBlich

Umgekehrt gilt nach 2-1

0(Se) = 6,+ Se (6, 6,)

déo
dSe ~ 0,=0,
do = (6,—6,)-dSe.

00,
Se () =5 ¢

sodass die untere Integrationsgrenze in der Modellfunktion 2-43 von MUALEM eigentlich {iber-

ginge in

0,
Se (0) = 0.—0,"
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Hierzu ist zu bedenken, dass MUALEM die Existenz des Restwassergehaltes vorausgesetzt hat und
h fiir den Bereich 0 < 4 < 6, unendlich betrdgt. Der Kehrwert hiervon ist Null und das Integral von 0
bis 6, ebenfalls Null. Es gilt also

7 Or % 7 7 Os Os

1 1 1 1 1 1 1
fhdHIJhd0+jhd9=O+fhd0=jhd9 bzw. fhd9=jhd9
0 0 Or Or Or 0 Or

_9 -2

j;lda

und damit k.(0) = Se’- gsr—

jlde
h

| Or

Die zu transformierenden Integrationsgrenzen sind also 6,, & und 6, die libergehen in 0, Se und 1.
- -2

Sel
0.—-0.) | —-dS
(5 r)'([h ¢

Insgesamt ergibt die Transformation k, (Se) =S¢’ ;
(6, —ar)-jl dSe
o P

12

_Sel
—dS
it

bzw. k. (Se) = S’ - (2-44)

jl
~ds
_Oh )

2.6.1 Wasserspannung-Wasseranteil-Bezichung nach BROOKS und COREY

Ist die Matrixpotenzial-Wasseranteil-Beziehung als Funktion 8 (%) gegeben, kann £, () explizit er-
mittelt werden. So gilt z. B. fiir die Gleichung nach BROOKS und COREY [1964]

her
se= (k) (2-45)
[A] =m Wasserspannung (und nicht die Druckpotenzialhdhe!); stets positiv
[her] =m Modellparameter, entspricht dem Lufteintrittspunkt; stets positiv
[A] =dim.los Modellparameter, driickt die Steigung der Kurve aus
Die in Tabelle 2-1 angegebene Form Se = a-h” ist der oben stehenden Originalform gleichwertig.
h —A
MUALEM benutzte die Darstellung Se = (h_) : (2-46)
k. (Se)=Se’ 2" bzw.  k.(h)=(h/hy) 2 *C9 (2-47)

MUALEM schldgt nun vor, 6, und 4 aus einer Kurvenanpassung an gegebene Messdaten zu gewin-
nen und den Kurvenverlauf als Extrapolation fiir den von den Messdaten nicht erfassten Bereich
zwischen jenem effektiven Sattigungsgrad Se,,, der der grofiten im Versuch angelegten Wasser-
spannung /., entspricht, und dem Restwasseranteil 6,(Se=0) zu verwenden (fiir 0 hat er 0,5
gesetzt):

Bestimmung des relativen kapillaren Leitvermdgens nach MUALEM Seite 76



s 5]’
emin + I d 76
Ly A+1/2)-h,,, o h
k,(Se)= Se? - - (2-48)
Se . Se
min 4 .[ d=
A+1/2) by o
[Amax] = m grofiter Wert fiir 4 von diskreten Messpunkten der Bodenwassercharakteristik

[Senin]= dim.los  die bei A, gemessene kleinste effektive Sattigung
2.6.2 Wasserspannung-Wasseranteil-Beziechung nach van GENUCHTEN

Die Modellfunktion 2-3 fiir die Bodenwassercharakteristik von van GENUCHTEN lautet
Se(h)y=[1+(a-h)"1™"

[Se] =dim.los effektive Sittigung

[A/] =cm Wasserspannung; stets positiv
[a] =cm’! Modellparameter
[n] =dim.los Modellparameter
[m] =dim.los Modellparameter

1 1|1 ml 1| 1-Sem
und ihre Umkehrfunktion (2-6) /1 (Se) =~(Se "~ 1)"" = = | —~ S == Sf
a - - a -
Sem  Se™ Se™
Diese wird einfach fiir / in die Beziehung 2-44 eingesetzt:
- | -2 - | -2
L\ L\
Se " Se m
I a- Se - | dSe I Se - | dSe
© \1-Sem *{1-Sem
k,(Se) = Se’ ¢ = Se’ ¢
1\, 1\,
1 m L m
I a- Se — | dSe J Se — | dSe
O \1-Sen 01— Sem

Die Substitution von Se mit Se =y"” [van GENUCHTEN, 1980] fiihrt mittels dSe/dy =m-y™" zu

dSe = (m-y™ ") -dy, sodass das Integral im Zahler die Form
1

Se Se; 8 Se ¥ W mo1+L 1
I 1 dSe=m-J. — -ym’ldyzm-jy " (1-y) ndy
O\ 1= Sem oAy

1

annimmt. Laut van GENUCHTEN stellt dieses Integral eine besondere Form der unvollstindigen
Beta-Funktion dar, die im allgemeinen Fall nicht durch geschlossene analytische Funktionen ange-
geben werden kann. Es kann jedoch leicht gezeigt werden, dass die Integration fiir alle ganzzahligen
Werte k=m—1+1/n ohne Schwierigkeiten durchgefiihrt werden kann. Insbesondere gilt fiir den
speziellen Fall k=0

m=1—-1/n
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1 \a
Se™ 1

Se 1 Se
1 dSe=m~J.y0-(1—y)7dy=m-J-(l—y)fndy.
1— Sem 0 0

und weiters

ok

Die Substitution mit 1-y=z, y=1-z, dy/dz=-1 und dy=-dz ergibt
Se

1 n

1 1

Se " Se
Se™ - 1 1 lSe | Se
J- T dSe=—m~jz" dz = -m- Tz Z—‘Z . =—‘(1—y) .
o\ 1- Sem 0 -
n 0

Nun wird erneut riicksubstituiert mit y = Se'™

1
n Se

Se Sei Y 1Y 1)
| —| dSe = {1-5@1} = - [1—SemJ ~1]= 1-[1-5@1}
0{ 1— Sem

0

Daraus folgt auch, dass das Integral im Nenner (mit den Grenzen 0 und 1)

1
n

1 Sei lM1
| 1 dSe=—[1—Se’"] = —[o-1]=1

Ol 1= Sem 0

ergibt und man insgesamt

1 m
k. (Se) = Se’ - 1—(1—Sem] (m=1-1/n)

erhdlt. Aufgrund der Einschrinkung m = 1—1/n sollte noch der Parameter m aus dieser Funktion

entfernt werden:

2

n 1-1/n
k,(Se) = Se’ - 1—(1—5@«1}

(2-49)

Die Substitution mit der zweiparametrigen van-Genuchten-Funktion 2-4 (ohne m) samt mehrerer

Umformungen fiihrt schlielich zum relativen kapillaren Leitvermdgen £, als Funktion der Wasser-

spannung A

[1 —(a-h)”_l'(l+(0c-h)”) l/n—l]Z
[1+(OC h) n] (1-1/n)o

by () =

(2-50)

Wihrend 6; am besten im Labor bestimmt wird, konnen a, n und 6, aus einer Kurvenanpassung

gewonnen werden. Fiir den Mualem-Parameter 0 hingegen ist eine Kurvenanpassung nur in den

seltenen Féllen moglich, in denen Versuchsergebnisse zum kapillaren Leitvermdgen vorliegen. Man

wihlt daher zumeist einfach ¢ = % oder nutzt anderweitige Informationen — z. B. die Bodenart — um

o naher zu bestimmen.
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2.6.3 Vorgangsweise bei diskreten Messpunkten

Laut MUALEM kann die Se-h-Kurve im Messbereich hinreichend genau durch ein Polygon appro-
ximiert werden. Um die relative Leitfahigkeit &, (Se) flir eine ganz bestimmte effektive Séttigung Se
zu bestimmen geniigt es daher, # zwischen 2 Messpunkten linear zu interpolieren:

. M
h=h; (Sewt —Se) - (Se—Se)) Se; < Se < Se;+i

Die Empfehlung MUALEMs, das Integral im Messbereich durch die Summe aus dem Polygon und
im Bereich davor durch die Extrapolation nach BROOKS und COREY zu ersetzen

2
Sein 4 i Sei. —Se; | In h
(1+1/}“)hmax 1 hi _hi+l hi+l
S€,in " Zm: Se., —Se; | In h ’
a+1/4-hn,, S\ h—-h, hiy

erfordert eine Kurvenanpassung des Parameters 4. Mochte man dies umgehen, muss man auch den

1
k.(Se)= Se? -

(2-51)

Bereich 6, < § < ,,;, durch eine lineare Verbindung zwischen den Punkten 6,,;,/h,. und 6,/h, erset-
zen, wobei 4, ndherungsweise gleich oo genommen wird. Fiir das daraus entstehende erste Glied der
Summe stellt sich die Frage, welchen Wert es annimmt:

Sepmin—Se, 0 ) . .
— “In ist unbestimmt —
o0 hmax hmax
o Se,., | In(h,)—In(h,,, Se,. -In(h. )—Se,  -In(h
lim Semm 0 In hr — lim |: ( ) ( ):I = lim Enin l'l( r) Cmin 1'1( max)
b=, — ‘max hmax by = e hr - hmax by hr - hmax
' Semin ]/j S
Regel von L'HOSPITAL hrn L lim L: lim —— = [jm 2Zziz —
h—>o g h,,—>oog' h,— o 1 h,— © hr

Das erste Glied ergibt daher O fiir 4, — oo und kann bei geniigend groBBem 4, weggelassen werden.

Es verbleibt folglich
2
Z ‘In
U, S "
i - Se h,
z In
1 h h By

Die Intervalle miissen dabei nicht gleich grof3 sein.

1

k,(Se) = Se? -

Seuin < Se; <1 (2-52)

Wird nun 6, ndherungsweise gleich 0 gesetzt, so ist Se =S = 6/6;

und

/ h 2
i+l T
[9]2 le(h B, j [hmj
k@)=~ |2 Opin <0< n (2-53)
n
2

l+1 hi . min =V =
B~ h =
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Beispiel 2-6:  Gesucht ist der relative k-Wert bei 25, 50 und 75 % Sattigung

Gegeben: Wasserspannung-Wasseranteil-Beziehung (aus Messungen) aus Bei-
spiel 2-4 (siehe untenstehende Tabelle); n = 39 %

Um der Empfehlung von MUALEM nachzukommen, muisste eine Kurvenanpassung
der Brooks-und-Corey-Funktion an die Messwerte durchgeflihrt werden. Daraus
wurde sich nicht nur der Parameter A nach BROOKS und COREY, sondern auch der
Restwasseranteil 6, ergeben. Im weiteren ware dann Gleichung 2-51 zu verwenden,
wobei fur den Bereich von 6, bis zum kleinsten gegebenen Wasseranteil (6 = 3,5 %)
die angepasste Brooks-und-Corey-Modellfunktion und fir den restlichen Bereich das
Messpolygon zu verwenden ware.

Mdchte man die Kurvenanpassung vermeiden, muss man vorerst den Restwasser-
anteil abschatzen. Graphisch ist zu ersehen, dass die Kurve im Endwert (6 = 3,5 %)
sehr steil ansteigt und 6, nur wenig kleiner als 3,5 % sein kann (tatsachlich wurde ja
fur die Generierung 6, = 3,5 % gesetzt; der Wert fur 6 (h = 5,00 m) betragt nur gerun-
det 3,5, genauer jedoch 3,517 %). Dennoch soll vorerst in erster Naherung unter a)
der Restwasseranteil gleich Null festgelegt werden. Unter b) wird dann 6,=3,5%
gewahlt. Die Kurve steigt so steil gegen den Restwassergehalt hin an, dass der
Restwassergehalt mit dem Wassergehalt des letzten Messpunktes im Rundungsbe-
reich zusammenfalit.

Nachdem fur die geforderten Sattigungsgrade, fur die das kapillare Leitvermdgen
bestimmt werden soll, keine Messpunkte existieren, muss man Interpolationspunkte
an den Stellen der vorgegebenen Wasseranteile bzw. Sattigungsgrade einschieben.
Hierfur kann man einfach linear interpolieren oder man tragt die Messpunkte in einer
Zeichnung auf, verbindet die Punkte mit einem mehr oder weniger glatten Kurvenzug
und entnimmt die gesuchten Wasserspannungen aus der Zeichnung (siehe Bei-
spiel 2-4). Anzumerken ist, dass das Einfugen von zusatzlichen Zeilen in der unten
stehenden Tabelle bei den linear interpolierten Werten (mit hoher Genauigkeit) die
Ergebnisse aller weiteren Werte nicht beeinflusst (weil die Formel 2-53 auf der
Annahme eines polygonalen Kurvenzuges beruht), wahrend das Einfigen von gra-
phisch maoglichst gut bestimmten Werten bzw. von zusatzlichen Knickstellen zu einer
besseren Approximation und damit zu genaueren Ergebnissen fuhrt. Die graphische
Ermittlung ist daher zu bevorzugen.

Sattigungsgrad S = 0,75: 6(S=0,75) = n-S = 39,0%0,75 = 29,25 %;

h aus der graphisch dargestellten Kurve (tatsachlich wurde h aus der inversen Ryba-
kowa-Funktion errechnet): h(6=29,25) = 0,74 m.

Linear interpoliert: h(29,25) = 0,80 + ((23%1’,245—_2266?;14)))((0’60 -0,80)=0,73m
Sattigungsgrad S = 0,50: 6(0,50) = 39,0x0,5 = 19,5 %;

Graphisch: h(6=19,5)=0,96 m

Linear interpoliert: h(6=19,5)=0,96m

Sattigungsgrad S = 0,25: 6(S=0,25)= S'n=0,25%39,0 = 9,75;

Graphisch: h(6=9,75)=1,29m

Linear interpoliert: h(6=9,75)=1,32m
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a) Restwasseranteil 6,= 0

Fur diesen Fall ist die Formel 2-53 maRgeblich:

2
|
9i+1_9i hf
k(e)-(ej; ;(”"”'”}'m[“ﬂ] 6 <o<n
' n i(%—@-j,m[ h, j e
i\ =By hy.s

An und fur sich ware von 0 < Se <1 aufzusummieren. Wie bereits auf Seite 79 ge-
zeigt, genugt es jedoch bei 6, zu beginnen, wenn man h (6,) = «» voraussetzt. Die
Zeile fur i=0 (Se=0=6,) bzw. N =1 wurde der Vollstandigkeit halber in der unten
stehenden Tabelle dennoch hinzugeflgt.

Der Quotient in der untenstehenden Tabelle errechnet sich aus g’+_1 ;91’ und das Pro-
] I+

dukt aus fe”ﬂ—;’_ef-ln (hi'hijs1). Der Summenwert 24 umfasst das Intervall 6, < 6 < 64, der
] I+

Wert %; daher 6-1 < 6 < 6,. Den Sattigungsgrad S erhalt man aus S(6) = 6/n. In der
unten stehenden Tabelle wurde fur jeden einzelnen gegebenen Wasseranteil 6; ab
i=1 das relative kapillare Leitvermdgen aus k;(6) =~/S'(Zn=i/ Zn=13)° errechnet.
k- (6o) = k-(0,0) bleibt aus der Rechnung undefiniert, muss aber wegen h(6 — 0) = «
Null sein. Der Produktwert fur N=1 wurde bereits gesondert untersucht (siehe
Seite 79), er betragt Null.

I {hi (m)| 6: (%) | Quotient|In (h/hi-1)| Produkt > Nl Si(-) k- (-)
S 0.0 0.0 -
115,00 3,5 = - 0 0 0.0897 | 0
0,100 | 0,51083 | 0,05108 | 0,05108| 2 =
213,00 37 0,0949 | 4,461x10
0,800 | 0,40547 | 0,32437 | 0,37545| 3 5
3/2,00| 45 0,1154 | 2,658x10
4,800 | 0,28768 | 1,38087 | 1,75633| 4 w
41150 6,9 0,1769 | 7,202x10
13,571 | 0,15082 | 2,04688 | 3,80321| 5 3
511,29 | 9,75 0,2500 | 4,014x10
20,556 | 0,07232 | 1,48659 | 5,28980| 6 =3
6/1,20| 11,6 0,2974 | 8,471x10
30,500 | 0,18232 | 5,56081 |10,85061 | 7 >
711,00 | 17,7 0,4538 | 4,403%10
45,000 | 0,04082 | 1,83699 |{12,68760| 8 >
80,96 | 19,50 0,5000 | 6,318x10
43,125 1 0,18232 | 7,86262 |20,55022| 9 =
9/0,80| 26,4 0,6769 | 1,929x10
47,500 | 0,07796 | 3,70317 [24,25339 |10 =
101 0,74 | 29,25 0,7500 | 2,828x10
36,786 | 0,20972 | 7,71472 |131,96811 | 11 1
11(0,60 | 34,4 0,8821 | 5,328x10
19,000 | 0,40547 | 7,70384 (39,67195|12 o
121 0,40 | 38,2 0,9795 | 8,646x10
131020 1 39.0 4,000 | 0,69315 | 2,77259 |42,44453 13 10000 | 1.000
14 0’10 39’0 0,000 | 0,69315 | 0,00000 (42,44453 |14 1’0000 1’000
’ ’ 0,000 | 0,69315 | 0,00000 |42,44453 (15| ’
15/ 0,05 | 39,0 0.000 16 1,0000 | 1,000
16| 0,00 | 39,0 i 1,0000 | 1
b) Restwasseranteil 6, = 3,5%

Dafur ist die allgemeinere Formel 2-52 mit der effektiven Sattigung heranzuziehen:
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]
k.(Se) = Se? -

Sl )|
h- h,+1 B

e
hh ) "\h.

Die vorderen Spalten in der untenstehenden Tabelle bleiben gleich wie bei der
Tabelle fur 6,= 0 (es ist egal, ob man den Quotienten mit 8 oder mit Se berechnet).
In der vorletzten Spalte ist nun jedoch anstelle des Sattigungsgrades S; die effektive
Sattigung Se; zu setzen, die man aus Formel 2-1 Se;(6;) = (6;— 6,)/(6s — 6;) erhalt. Das
Einschieben einer Zeile fur 6, ertbrigt sich, weil 6, gleich 6, ist.

Gm,-,,SGSn

2
i

i |hi (m)] 6:(%) || Quotient|In (hi/hi.1)| Produkt z N | Sei(-) k- (-)
1/5.00| 3.5 0.0000| O
0,100 | 0,51083 | 0,05108 | 0,05108| 2 7
213,00 3,7 0,0056 | 1,087%10
0,800 | 0,40547 | 0,32437 | 0,37545| 3 5
312,00 | 45 0,0282 | 1,313x10
4,800 | 0,28768 | 1,38087 | 1,75633 | 4 )
4/1,50| 6,9 0,0958 | 5,299%10
13,571 1 0,15082 | 2,04688 | 3,80321| 5 23
51129| 9,75 0,1761 | 3,369%10
20,556 | 0,07232 | 1,48659 | 5,28980| 6 3
6]1,20| 11,6 0,2282 | 7,419%x10
30,500 | 0,18232 | 5,56081 |10,85061| 7 >
711,00 | 17,7 0,4000 | 4,133x10
45,000 | 0,04082 | 1,83699 |12,68760| 8 -
810,96 | 19,50 0,4507 | 5,999%10
43,125 | 0,18232 | 7,86262 |20,55022| 9 -
910,80 | 26,4 0.6451| 1.883x10
47,500 | 0,07796 | 3,70317 |24,25339 |10 >
10/ 0,74 | 29,25 0,7254 | 2,781%10
36,786 | 0,20972 | 7,71472 |31,96811 | 11 >
111 0,60 | 34,4 0,8704 | 5,292x10
19,000 | 0,40547 | 7,70384 |39,67195|12 >
12/ 0,40 | 38,2 0,9775 | 8,637x10
4,000 | 0,69315 | 2,77259 [42,44453 |13
13] 0,20 | 39,0 1,0000 | 1,000
141010 1 390 0,000 | 0,69315 | 0,00000 |42,44453 | 14 1.0000 | 1000
: ’ 0,000 | 0,69315 | 0,00000 |42,44453 | 15| " ’
151 0,05 | 39,0 0.000 16 1,0000 | 1,000
161 0,00 | 39,0 1,0000 | 1

Zum Vergleich:  Die Berechnung nach MARSHALL in Beispiel 2-4 hat ergeben
k-(S=0,75) = 0,457 k-(S=0,50) = 0,164 k-(S=0,25) = 0,024.

In der Abbildung unten sind die Ergebnisse nach MARSHALL und nach MUALEM
aus a) und b) eingetragen. Das relative kapillare Leitvermdgen nach MUALEM ist als
Funktion der effektiven Sattigung zu betrachten. Trotzdem wurde auf der Abszisse
der Wasseranteil aufgetragen, um die Auswirkungen der unterschiedlichen Restwas-
seranteile 6, auf die Beziehung k; (6) aufzuzeigen. Die beiden Kurven sind kaum von-
einander zu unterscheiden, hingegen liegen die Werte nach MARSHALL deutlich
hoéher.
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MUALEM 6, = 0%
08 | —=——— MUALEM 6,=35% [ i
T ) MARSHALL

relatives kapillares Leitvermégen k. (-)

Wasseranteil 8 (%)

Beispiel 2-7:  Es ist der relative k-Wert bei 75, 50 und 25 % Sattigungsgrad zu bestim-
men.

Gegeben:  Wasserspannung-Wasseranteil-Beziehung aus Beispiel 2-5; n = 0,33

Wie aus der Zeichnung am Ende des Beispiels 2-5 zu erkennen ist, steigt die gege-
bene Retentionskurve im Punkt mit der grof3ten Wasserspannung nicht ganz so steil
an wie die des Beispiels zuvor. Wie im Beispiel 2-5 erwahnt, betrug der aus einer
Kurvenanpassung des Rybakowa-Modells gewonnene Restwasseranteil 6, = 0,039.
Wie jedoch auch festgestellt, reprasentiert das Rybakowa-Modell den aus Messun-
gen ermittelten Verlauf der Retentionskurve kaum besser als eine lineare Verbindung
der Messwerte. Die Wasserspannungen fur S =0,25, 0,5 und 0,75 werden daher
linear interpoliert. Bei der Berechnung unter a) wird 6, = 0,039 festgelegt und h, = «
angenommen, bei der unter b) die von MUALEM empfohlene Anpassung an das
Brooks-und-Corey-Modell benutzt.

Sattigungsgrad S = 0,75: 6(S)=n-S=0,33x0,75=0,2475
(0,2475-0,227) N
(0,292 -0,227)

h(6=0,2475)= 1,00 + (0,80-1,00)=0,937m

Sattigungsgrad S = 0,50: 6= 0,33%0,5=0,165; h(6=0,165)=1,175m
Sattigungsgrad S = 0,25: 6= Sn=0,25%x0,33 =0,0825; h(6=0,0825)=1,697m

a) Restwasseranteil 6, = 0,039

Bestimmung des relativen kapillaren Leitvermdgens nach MUALEM Seite 83



i 1hi(m)

6 (-

Quotient

In (hihix1)

Produkt

Z

Sei ()

kr (')

o0

0.039

5,00

0,040

0

0

0

3,00

0,041

0,00050

0,51083

0,000255

0,00026

0,0034

0

2,00

0,048

0,00700

0,40547

0,002838

0,00309

0,0069

7,427x1078

1,697

0,0825

0,11386

0,16429

0,018706

0,02180

0,0309

2.312x107°

1,50

0,105

0,11421

0,12340

0,014094

0,03589

0,1495

2.523x107°

1,20

0,156

0,17000

0,22314

0,037934

0,07383

0,2268

8,426x1073

1,175

0,165

0,36000

0,02105

0,007579

0,08141

0,4021

4,746x1072

0N o ok Wi~ O

1,00

0,227

0,35429

0,16127

0,057135

0,13854

OIN O O~ WIN -~

0.4330

5,989x1072

©

0,937

0,2475

0,32540

0,06507

0,021174
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b) Anpassung des Brooks-und-Corey-Modells

Die Retentionsfunktion wird im Bereich 0 < Se < Sep,, im Gegensatz zu oben nicht
als Gerade durch die zwei Punkte (0, ) und (Semin, hmax) aufgefasst (deren Produkt-
wert nach MUALEM Null ergibt), sondern als Brooks-und-Corey-Funktion. hpyax ist der
grofdte Wert fur h von diskreten Messpunkten der Retentionsfunktion und Sep,;, die
bei hmax gemessene kleinste effektive Sattigung. Man erhalt mit der Modellfunktion

von BROOKS und COREY in der Form (Formel 2-1) Se = (;”’) ,

wobei der Parameter h., physikalisch als Lufteintrittspunkt gedeutet werden kann und
damit jene groRte Wasserspannung ist, bei der noch Vollsattigung vorliegt, folgende
L6sung von MUALEM fur das relative kapillare Leitvermogen (Formel 2-51)

Se h

2
/
mln /+1 |n( ij
K (Se) = oz | (H1N): By ;( h - h] P
Semm +§: /+1 -In hi
(A+1/A-h,., <\ h- h,+1 h.,

Als Funktion h(6(Se)) sind fur die Brooks-und-Corey-Funktion insgesamt 4 Para-
meter erforderlich, namlich hg, A, 6, und 6, wovon 6s durch den Wasseranteil bei
h = 0m praktisch vorgegeben und daher nicht anzupassen ist. Uberdies hangen h,
und A stark voneinander ab. Es Uberrascht daher wenig, dass die Anpassung des
Modells an die gegebenen Messwerte Schwierigkeiten bereitet.

Streng genommen besteht die Modellfunktion von BROOKS und COREY aus den
zwei Teilen 0 < h/h,,< 1 — fur den 6 = 65 gilt — und h/h.-> 1. Gestlckelte Funktionen
sind von Standard-Regressionsprogrammen kaum zu bewaltigen; die Anpassung an
den ersten Teil ist im vorliegenden Fall auch gar nicht sinnvoll. Fur den ersten Ver-
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such der Kurvenanpassung werden daher aus der gegebenen Datenmenge alle
Punkte mit 65 entfernt (von den gegebenen 13 Punkten bleiben 8 lGber). Die entspre-
chende Regression ergab einen negativen Restwasseranteil. Nach der Einschran-
kung 6,20 wurden folgende Parameterwerte ausgegeben: 6,= 0, hq = 0,6363 und
A =1,1739. Das Resultat ergibt einen relativ plausiblen Lufteintrittspunkt h., aber
einen vollig unbefriedigenden Verlauf um h,a und einen unbrauchbaren Wert fir 6,.
Wahrend also der mittlere Fehler im flachen Teil der Kurve eine recht gute Anpas-
sung ergibt, fihrt er im steilen Teil zu extremen Abweichungen.

Als zweiter Versuch bietet sich eine Regression an die inverse Funktion

A
6(h) = e,+[h7”j (65— 6)) h> he,
h(6) = hg [993 g’} 6 < 6

an, die das Resultat 6, = 0,0399, h. = 0,8899 und A = 4,5042 zeitigt. Diese Parame-
terwerte ergeben geringe Abweichungen um hp,ax und einen weniger guten Wert flr
hes — ein unbedeutendes Manko in Anbetracht des Umstandes, dass h. bei der
Berechnung nach MUALEM gar nicht auftritt.

5 °—T
° Messwerte
4 - cee0ees G(h) an 8 Punkten angepasst
—==h(6) an 8 Punkten angepasst
= ——H(8) an 4 Punkten angepasst
=
o 3 9§ =
c
>
c
[
©
o
&
O 2 A
[2}
(2}
©
= .
.','.-o..‘
1 | M—“h—g_-.r”_”‘_ _____ ————
e, IO 3 5
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Wasseranteil 6 (-)

Abbildung 2-3: Anpassungsvarianten der Brooks-und-Corey-Modellfunktion flr den
hohen Wasserspannungsbereich der Retentionskurve

Um die Anpassung im Bereich hnax noch ein wenig zu verbessern, werden im dritten
Versuch nur die vier hochsten Wasserspannungen herangezogen. Mit vier Punkten
und drei Parametern ist klar, dass die Abweichungen klein ausfallen missen. So lie-
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fert denn die Regression die Parameterwerte 6,=0,0399, h,=1,1121 und
A =5,7208 und im gewiinschten Bereich eine gute Ubereinstimmung mit den durch
einen Interpolationsspline verbundenen Messwerten. Der Funktionswert h an der
Stelle 6 = 0,04 betragt ubrigens 5,0007 m.

AbschlieBend zur Regression sind noch ein paar Bemerkungen notwendig. Es ist
keineswegs egal, ob die Funktion 6(h) oder die inverse Funktion h(6) angepasst
wird. Wahrend im ersten Fall Abweichungen zwischen den Modellwerten und den
gemessenen 6-Werten auftreten, sind es im zweiten die h-Werte. Damit wird still-
schweigend impliziert, dass im ersten Fall die Messung der 6-Werte fehlerhaft war
(und diejenige der h-Werte exakt), wahrend es im zweiten Fall genau umgekehrt ist.
In der Praxis wird wohl beiden Messwerten (6 und h) ein noch dazu unterschiedlich
grol3er Fehler zu unterstellen sein, sodass die Modellwerte sowohl in 8 als auch in h
abweichen durfen. Numerisch ware hierfur ein sehr aufwandiges Verfahren, und
zwar eine gewichtete Orthogonalanpassung erforderlich, und daher begnigen sich
die meisten mit einer einfachen Approximation. Doch selbst bei dieser ist zu
bedenken, dass eine etwaige (und in der Praxis sehr haufige) Abhangigkeit des
Fehlers Auswirkungen auf das Resultat hat und daher im Verfahren zu
bertcksichtigen ware. Nebstbei ware im gegenstandlichen Fall sicherzustellen
gewesen, dass die Approximationskurve durch den Anschlusspunkt zum restlichen
Polygon verlauft (und die Retentionskurve nicht springt an dieser Stelle).

min

Mit dem Resultat aus der dritten Regression nimmt der Term (1 +\18(7A)

in For-
'hmax

mel 2-51 folgenden Wert an (Sepmi» = (0,04 - 0,0399)/(0,33 - 0,0399) = 0,000345)

Sems 0000345 L
(1+1/A) Fay ~ (1+1/5,7208)x5,0 - 0-29%10

Die Tabelle aus a) ist nur geringfligig zu modifizieren:
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relatives kapillares Leitvermdégen nach MUALEM und MARSHALL
fur die im Beispiel 2-5 gegebene Bodenwassercharakteristik

Abbildung 2-4:

Die Unterschiede zur Berechnung nach a) sind im vorliegenden Fall marginal. Das ist
insbesondere darauf zuruckzufihren, dass die Tangente im letzten Messpunkt
(Bmin, hmax) schon sehr steil steht und 6., nur wenig von 6, abweicht. Umgekehrt kann
daraus geschlossen werden, dass die Regression mit dem Brooks-und-Corey-Modell
nur dann den Aufwand lohnt, wenn die Messkurve im letzten Messpunkt noch nicht
gegen den Restwasseranteil strebt.

Die Berechnung nach MARSHALL unter a) in Beispiel 2-5 hat er-

k-(0,75) = 0,454 k-(0,50) = 0,152 k-(0,25) = 0,019
k-(0,75) = 0,462 k-(0,50) = 0,160 k-(0,25) = 0,019

Zum Vergleich:
geben
und unter b)

Geschlossene Funktionen fiir die Retentionskurve und das kapillare Leit-
vermogen

Fiir numerische Simulationen bzw. den Einsatz in Computerprogrammen werden hiufig anstelle
diskreter Messpunkte der Matrixpotenzial-Wasseranteil-Beziehung und des kapillaren Leitvermo-
gens mathematische Funktionen verwendet, deren Parameter den gegebenen Werten angepasst wer-

den. Anstelle des Zusammenhangs Wasserspannung — Wasseranteil bzw. 8 (4) verwenden die meis-
ten Modellfunktionen die verwandte Beziehung Wasserspannung / — effektive Sittigung Se (4). Das
kapillare Leitvermdgen wird in der Literatur sowohl als Funktion der Wasserspannung k (/) als
auch der effektiven Sattigung k (Se) beschrieben [LEIJ et al., 1997].
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Die Darstellung der genannten Bodeneigenschaften in funktionaler Form erleichtert die numerische
Modellierung der Wasserbewegung in der ungeséttigten Bodenzone, erlaubt einen einfacheren Ver-
gleich unterschiedlicher Boden, erdffnet die Mdoglichkeiten des Scalings fiir die Beschreibung der
rdumlichen Inhomogenitit im Zusammenhang mit geographischen Informationssystemen (GIS) und
ist liberdies fiir die indirekte Bestimmung von Bodeneigenschaften von grundlegender Bedeutung.
Demgemil wurden im Laufe der Zeit eine Unzahl an empirischen und semi-empirischen Funktio-
nen fiir die Bodenwassercharakteristik und das kapillare Leitvermdgen vorgeschlagen.

LEIJ et al. [1997] haben in einem Fachartikel insgesamt 14 bekannte Funktionen fiir die Bodenwas-
sercharakteristik und 11 mathematische Beziechungen fiir das kapillare Leitvermdgen untersucht.
Eine Auswahl ist in den beiden nachfolgenden Tabellen zu finden.

2.7.1 Modelle fiir die Bodenwassercharakteristik

Grundsitzlich verwenden die meisten Modelle nicht das (negative) Matrixpotenzial v, selbst, son-
dern dessen negativ genommenen (und damit positiven) Wert, der unter der Bedingung w, =0 der
Druckhohe bzw. der Bodenwasserspannung / entspricht. Der Wasserspannung /# wird von den

: L . . v 0-6 :
Funktionen die dimensionslose effektive Séttigung Sez—e — é zugeordnet, woraus sich der
N r

Wasseranteil mit 0= 0,.+Se(0;,—6,) ergibt.

Durch die Zuordnung iiber die effektive Séttigung 6 = f(Se (h)) treten neben den Formparametern a,
p und y der jeweiligen Funktionen mit 6, und 6, zwei weitere Parameter hinzu. Wihrend dem Sitti-
gungswassergehalt 6 eine mehr oder weniger eindeutige physikalische Bedeutung zugeordnet wer-
den kann, wird dem Restwassergehalt 6, eine solche oft nicht zugebilligt, d. h. er ist als zusitzlicher
mathematischer Parameter zu betrachten (dessen Ermittlung mitunter erhebliche Schwierigkeiten
bereitet). Zu erwihnen ist weiters, dass keine der genannten Funktionen die Hysteresis berticksich-
tigt. Fiir die Beschreibung des hysteresen Verhaltens wiren sie daher entweder zu modifizieren, wie
dies z.B. mit der van-Genuchten-Kurve im Programm HYSWASOR geschehen ist [DIRKSEN
etal., 1993], oder es wiren andere Modelle heranzuziehen (z.B. von KASTANEK [1995] oder
BUSCH, LUCKNER und TIEMER [1993]).

Zum Teil andere Funktionen fiir die Bodenwassercharakteristik wurden von DOURADO-NETO
et al. [1995] verwendet. Sie wurden im Programm SWRC implementiert, mit dem u. a. die Form-
parameter der Kurven bestimmt werden kdnnen.

Zur Funktion von BROOKS und COREY ist zu bemerken, dass sie fiir Boden mit einer engen
PorengroBenverteilung — und entsprechend groflen f-Werten — seit langem erfolgreich verwendet

wird (typischer Wert fiir f etwa 2, niedriger fiir strukturierte Boden und hoher fiir Sande). Fein
texturierte oder ungestoérte Boden haben hdufig keinen klaren Lufteintrittspunkt; ihr Retentions-
verhalten kann daher durch das Brooks-und-Corey-Modell weniger gut beschrieben werden [van
GENUCHTEN et al., 1991]. Die Parameter der Kurve sind graphisch im doppelt logarithmischen
Mafstab bequem zu bestimmen [COREY und BROOKS, 1999]. Ein Problem mag fiir manche
Boden bzw. Modellierungen die Diskontinuitdt an der Grenze des geschlossenen Kapillarsaumes
(h = 1/a) darstellen.

Im Gegensatz dazu weisen die beiden Modelle von van GENUCHTEN [1980] (siche Kapitel 2.2)
einen glatten Verlauf auf, dafiir ist i. A. kein geschlossener Kapillarsaum vorgesehen. Die Kurven

konnen allerdings im untersten Wasserspannungsbereich eng an die Vollsittigung angeschmiegt
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werden. Das ldsst sich leicht belegen wenn man bedenkt, dass die Brooks-und-Corey-Funktion
mathematisch als Grenzfall der van-Genuchten-Kurve mit m = o (und m -n < ) aufgefasst werden
kann. Die dreiparametrige Kurve von van GENUCHTEN wird oft aus rein mathematischen Griin-
den durch den Ansatz y=1-1/f auf einen zweiparametrigen reduziert. Nicht selten ergibt sich
trotz dieser Einschridnkung eine recht gute Anpassung.

Tabelle 2-1:  Modellfunktionen fiir die Bodenwassercharakteristik [nach LEIJ et al., 1997]

Formel Giiltigkeitsbereich | Bezeichnung
{ 1 ah<l BROOKS und COREY (1964)
(a-h) ah>1
[1+ (a-h)]7 van GENUCHTEN (1980)
[1+ (a-h)’ )0 P¥ van GENUCHTEN (1980)
{ 1= (a-h)*S52(1-8) h<h; HUTSON und CASS (1987)
(a-h)” h>h
mit ;= Va-S"” und S;=2/(2 + p)
[(1+a-h/2)-e "2 VA+H RUSSO (1988)
1+y-ah ZHANG und van GENUCHTEN
1+ah+p (ah) (1994)

{ 1-b-(ah)? 0<h<p ROSSI und NIMMO (1994)
(o-h) 7 = (a+hq) 7 + a-In (ha!h) h>p

_2-Q2+p(ep) +2(aha)
a= 1+ 2:In (ha/p)

_r
@p

b= "2 apy

l_a'h 2
n l-—a-p R4
0,5 -erfc pye o-h>1 KOSUGI (1994)
Y
1 o-h<l1

Eine einfache mathematische Analyse zeigt, dass simtliche Modelle keine Orthogonalfunktionen
sind (die ersten Ableitungen nach den jeweiligen Parametern sind auch von den anderen Parametern
abhingig), wobei die Abhéingigkeiten der einzelnen Parameter sehr unterschiedlich ausgeprigt sind.
Solche Abhéngigkeiten erschweren nicht nur die Kurvenanpassung bzw. die Parameteroptimierung
erheblich, sondern sie zeigen auch auf, dass die Modellparameter nicht die wahren Grof3en wider-
spiegeln, von denen die Retentionskurve abhingt und dass das auf diesen Parametern beruhende
Modell keine ideale mathematische Abbildung der physikalischen Wirklichkeit darstellt. Eine
Funktion, die in dieser Hinsicht ein wenig positiv hervorzuheben ist, ist laut miindlicher Auskunft
von Prof. HOPMANS (University of California, Davis) der Ansatz von KOSUGI. Seine Funkti-
onswerte sind allerdings ein wenig kompliziert zu berechnen. Dariiber hinaus schnitt die Funktion
in der Untersuchung von LEIJ et al. [1997] hinsichtlich der durchschnittlichen Abweichungen der
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Funktion von gemessenen Datensidtzen weniger gut ab. Wohl nicht zuletzt wegen dieser zwei
Griinde ist das Modell von KOSHUGI und die Erfahrungen damit in der Fachwelt nicht sehr weit
verbreitet.

Der Ansatz von ROSSI und NIMMO [1994] versucht vor allem den trockeneren Bereich besser zu
modellieren. Dieselbe Absicht verfolgten auch FAYER und SIMMONS [1995], indem sie z. B. die
van-Genuchten-Modellfunktion oder die Brooks-und-Corey-Modellfunktion im Bereich zwischen

dem Restwassergehalt und dem Wassergehalt Null mit einer Adsorptionsfunktion ergianzten.

Die von LEIJ et al. [1997] angefiihrten Funktionen fiir die Bodenwassercharakteristik wurden mit-
tels Regressionsrechnung an gemessene Datensdtze von insgesamt iiber 550 Boden angepasst
(UNSODA-Database [LEIJ et al., 1996]). Den Schwerpunkt der Bodensammlung bilden Sande und
sandige Lehme. Als Kriterium fiir die Giite einer Funktion wurde der Korrelationskoeffizient, der
mittlere Standardfehler und die Anzahl an korrekt nachgebildeten Datensédtzen herangezogen. Dabei
schnitten insbesondere die beiden Funktionen von van GENUCHTEN, von HUTSON und CASS
und von RUSSO gut ab, gefolgt von BROOKS und COREY.

2.7.2 Modellfunktionen fiir das kapillare Leitvermogen

Ebenso wie bei den Modellen fiir die Bodenwassercharakteristik wird in den meisten Modellen fiir
das kapillare Leitvermdgen nicht das Leitvermogen k selbst, sondern der funktionale Zusammen-
hang zwischen dem Wasseranteil € (oder der effektiven Sattigung Se) oder der Wasserspannung 4
und dem auf den Durchléssigkeitsbeiwert k; bezogenen dimensionslosen relativen kapillaren Leit-
vermogen k, = k/ks: k. = f(Se) bzw. k. = f(h) dargestellt. Es existieren einige zumindest zum Teil auf
theoretischen Ansitzen beruhende Funktionen, von denen jene nach BURDINE und MUALEM am
bekanntesten sind, sowie rein empirische.

Unter den von LEIJ et al. untersuchten Leitfahigkeitskurven ist dem ersten Modell von GARDNER
der Vorzug einzurdumen. Bemerkenswert ist vor allem, dass die von der effektiven Sattigung
abhéngigen Funktionen erheblich grofere Fehler ergaben. Von diesen entsprachen die Modelle von
BROOKS und COREY und von van GENUCHTEN und NIELSEN noch am ehesten. Schlielich
wurden von LEIJ et al. noch Kombinationen aus den besten Bodenwassercharakteristik-Funktionen
und Leitfdhigkeitskurven bzw. geschlossene Modelle untersucht.

Wenn man fiir eigene Daten Néherungsfunktionen bestimmen mdchte, empfiehlt sich das Pro-
gramm RETC des U. S. Soil Salinity Laboratory. Man kann hierbei fiir die Bodenwassercharakteri-
stik zwischen den Modellen von BROOKS und COREY und von van GENUCHTEN und fiir das
relative kapillare Leitvermogen zwischen MUALEM und BURDINE wiéhlen. Fiir die Ermittlung
von Parametern mehrerer Modelle fiir die Riickhaltekurve kann auch das Programm SWRC von
DOURADO-NETO et al. verwendet werden.
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Tabelle 2-2:  Funktionen fiir das relative kapillare Leitvermogen k/ks

Formel Giiltigk.bereich [ Bezeichnung
auf der Wasserspannung 4 basierend
[1+(ah)]” GARDNER (1958)
e A GARDNER (1958)
{ 1 ah<l1 BROOKS und COREY (1964)
Se 1 2
o (o 1
Se™ |7, (x) dx [ 17, (x) dx MUALEM (1976)
0 0
auf der effektiven Séttigung Se basierend
Se’*0 BROOKS und COREY (1964)
Se’-[1—(1—S8e')"]? van GENUCHTEN (1980)
Se’ [I:(p, )1 van GENUCHTEN und NIELSEN (1985)

p=y+ 1B q=y—Up; &=5e"

o _ 1/y\72
[%Hl a Serl} van GENUCHTEN et al. (1991)

1-(1-06")
J— . (5
s FUJITA (1952)
e VS’ SETIAWAN und NAKANO (1993)
e 7579 LIBARDI et al. (1980)

2.8 Bestimmung des kapillaren Leitvermogens im Labor

Die Labormethoden zur Bestimmung des kapillaren Leitvermdgens lassen sich grundsitzlich in sta-
tiondre und in instationdre Verfahren einteilen. Bei den stationdren Verfahren hélt man entweder die
Potenziale oder den Fluss konstant, indem man einerseits die Druckhéhen auf ein bestimmtes
Niveau einstellt oder andererseits eine bestimmte, konstante Wassermenge zufiihrt. Die instationa-
ren Verfahren werten zumeist eine eindimensional-horizontale Wasserbewegung bzw. die Diffusi-
onsgleichung aus, indem entweder die Wassergehaltsverteilung zu einem bestimmten Zeitpunkt
oder der zeitliche Verlauf des Wassergehaltes an einem bestimmten Ort erfasst werden. Daneben
gibt es noch die Sorptivitits-Methode, die Multistep Outflow Method und diverse andere Verfahren
[DANE und TOPP, 2002].

2.8.1 Versuchsanordnung mit horizontal durchstromter Bodenprobe

Durch die Hohenlage des Lufteintrittsrohres der Mariotteschen Flasche H; gegeniiber der horizon-
talen Bodenprobe im Zylindermantel, der Lufteintritts6ffnungen aufweist, sowie der Wasserspiegel-
lage H, wird sowohl ein Gradient AH und damit ein Fluss als auch eine bestimmte Wasserspannung
mit entsprechender Sattigung im Boden durch Luftaufnahme oder —abgabe hervorgerufen. Der
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Nachteil der Versuchsanordnung besteht darin, dass entlang des horizontalen Stromungsweges Ax
ein Verlust an Gesamtenergiehdhe und wegen der horizontalen Anordnung ein ebensolcher Verlust
an Druckhdhe einhergeht. Weiters sorgen die Lufteintrittséffnungen dafiir, dass das Gasdruckpoten-
zial dem atmosphirischen Luftdruck entspricht und damit Null ist. Das Matrixpotenzial muss also
im Boden im selben Malle abnehmen wie das Gesamtpotenzial. Daraus folgt, dass weder die Was-
serspannung bzw. der Wassergehalt noch das kapillare Leitvermdgen in der horizontalen Achse
konstant sein konnen und dass der Gradient mit dem Weg zunimmt, weil der Versuch unter statio-
niren Bedingungen durchgefiihrt wird (g (x, f) = const.) und somit durch alle vertikalen Ebenen der-
selbe Fluss QO = 4 kI hindurchtritt.

Porous plate \ AX Porous plate

| N ”Soil \
.H1

T ATITT

J

.

[

T Constant —

AH -
l level reservoir

[+
Ll

i

Volumetric container

Abbildung 2-5:  Versuchseinrichtung zur Bestimmung des kapillaren Leitvermodgens mit horizon-
tal durchstromter Bodenprobe [HILLEL, 1998]

Bei dem Versuch kann zwar der Fluss Q, der Zylinderquerschnitt 4, die Potenzialdifferenz AH und
der Stromungsweg Ax festgelegt bzw. gemessen werden, doch ist der sich ergebende Gradient I
= AH/Ax nur ein mittlerer Gradient und das aus k = Q/(4 -I) berechnete kapillare Leitvermogen
ebenfalls nur ein mittlerer Wert k fiir eine mittlere Wasserspannung z = (H; + H,)/2.

Die Hohe der Probe bzw. die Linge Ax sollte demnach moglichst kurz sein, um eine annéhernd
punktuelle Zuordnung & (#) zu erhalten. Mehrere Punkte bzw. Versuche mit zunehmenden Wasser-
spannungen s werden natiirlich durch sukzessives Absenken beider Niveaus bewerkstelligt, wih-
rend Q und & bei gleichbleibender Differenz AH von Versuch zu Versuch abnehmen.

Beispiel 2-8:  Zur Bestimmung der kapillaren Leitfahigkeit wurden an eine ungestorte,
horizontal angeordnete Bodenprobe uber Keramikplatten zwei verschieden grol3e
Wasserspannungen angelegt (siehe Abbildung 2-5). Mit Hilfe zweier Tensiometer im
Abstand Ax wurden in zwei Punkten der Probe die auftretenden Wasserspannungen
nebst anderer Daten gemessen.

Probe: L =20cm Gemessen: hy=-H;=101cm
Ax=15cm h,=-H,=113cm
d=10cm Q=30,3ml/4h
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Wie grol} ist das kapillare Leitvermogen und welcher Wasserspannung ist es zuzu-
ordnen?

Q=30,3ml/l4h =210%x10"3cm’/s

Wenn die Vergleichsebene durch die Tensiometerspitzen gelegt wird, betragen die
Gesamtpotenziale H1 = —hy und H, = —h,. Man erhalt aus dem Gesetz von DARCY
Q-Ax _ 210x107°%x15 5

A-AH = T 5Zxax(—113 = —101) - :3x10"cm/s

+ _
%w:m?cm

K=-

2.8.2 Versuchsanordnung mit vertikaler Durchstromung

Bei diesem stationdren Versuch wird neben der Zulauthohe und der Ablauthéhe noch zusétzlich der
Gasdruck so eingestellt, dass sich die gewiinschte mittlere Wasserspannung % in der Probe ergibt.
Der GroBe des dabei auftretenden Gradienten AH /L wird nur insofern Bedeutung geschenkt, als er
zu einem mit einer Biirette messbaren (stationdren) Fluss fiihren soll. Der hierfiir erforderliche Gra-
dient des Gesamtpotenzials ist meist deutlich grofer als 1.

Da auch bei diesem Versuch die Wasserspannung im Boden iiber die Tiefe nicht notwendigerweise
konstant sein muss, erhilt man ebenso wie bei der horizontalen Durchstromung nur mittlere Werte
fiir 2 und k, doch wird bei der Abwirtsstromung die Abnahme des Gesamtpotenzials durch die
Abnahme des Gravitationspotenzials teilweise kompensiert, sodass der Gradient des Druck- bzw.
des Matrixpotenzials bei gleichem Fluss deutlich kleiner ist als beim Horizontalversuch.

Constant head
water supply system

P to
constant gas
pressure_source

M

r
|
W\

Hydraulic head reference

Abbildung 2-6:  Versuchsschema fiir die Bestimmung des kapillaren Leitvermogens mit vertikal
durchstromter Bodenprobe [KLUTE, 1965]

Beachtenswert erscheint der positive Druck im oberen Tensiometer der Abbildung 2-6. Nichtsdesto-
trotz ergibt sich aufgrund des positiven Gasdruckpotenzials m ein deutlich negatives mittleres
Matrixpotenzial in der Probe.
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Beispiel 2-9:  Bei einem Stationarversuch mit vertikal durchstromter Probe wurden fol-
gende Grollen gemessen:

Probe: d=7cm abgelesene Werte: Q=21ml/1,5h h3=+4cm
L=5cm m=h,=20cm hs =-46cm

Wie grol} ist das kapillare Leitvermogen und welcher Wasserspannung ist es zuzu-
ordnen?

Mit der Vergleichsebene auf dem Niveau des oberen Tensiometers erhalt man fur die
Differenz der Gesamtpotenziale AH = hsz—(hs—L)
AH=4-(-46-5)=55cm

Q =3,90x10"3cm®/s

_ Q  3,90x107%x4

— — — -6
k = AI_— 72)(.'_]_)(11 —9,21)(10 Cm/S

Die mittlere Druckhdhe h betragt (hs + hs) /2 = (4 —46)/2 = -21; die Matrixpotenzial-
héhe hy, betragt nach Gleichung 1-2

hm=h—-h;=-21-20=-41cm.
Bei einer Matrixpotenzialhdhe von -41cm bzw. einer Wasserspannung von 41cm
betragt das (mittlere) kapillare Leitvermdgen k = 9,21x107° cm/s.

2.8.3 Einheitsgradientenverfahren

Bei korrekter Versuchsdurchfiihrung ist bei diesem Stationédrversuch die Wasserspannung /4, der
Wassergehalt 6, das kapillare Leitvermdgen k und der Gradient / konstant iiber die Hohe z in der
Bodenprobe.

Von KLUTE und DIRKSEN [1986] wird eine sehr aufwindige Apparatur fiir das Einheitsgradien-
tenverfahren mit Druckluftversorgung beschrieben, bei der im Boden dhnlich hohe Wasserspan-
nungen wie im Drucktopf hervorgerufen werden konnen. Allerdings miissen hierzu die Poren der
Tensiometerspitzen (bzw. Tensiometerringe) und der beiden Kapillarplatten ausreichend fein sein,
um ein Durchbrechen der Luft zu verhindern. Aulerdem muss zumindest ein Tensiometer zur Mes-
sung positiver Driicke geeignet sein, fiir das zweite geniigt ein genaues Differenzdruck-Manometer.
Zu Beginn wird normalerweise k; durch einen Versuch unter gesittigten Verhidltnissen ermittelt. &
dient in einer Uberschlagsrechnung zur Ermittlung einer zweckmiBigen Voreinstellung zur Errei-
chung des Einheitsgradienten bei der gewiinschten Matrixpotenzialhbhe im Boden. Diese Einstel-
lungen umfassen die Hohe der Unterkante des Lufteintrittsrohres bzw. der Mariotteschen Flasche,
die Hohe des Abtropfpunktes bzw. des Auslaufes und die Gasdruckhohe 4, Das gewlinschte
Matrixpotenzial 4, wird in erster Linie mit dem Druckregler der Druckluftanlage bzw. mit 4,
eingestellt, der Einheitsgradient durch gegengleiches Absenken der Mariotteschen Flasche und
Anheben des Abtropfpunktes oder umgekehrt. Wahrend der Versuchsdurchfithrung sind zumeist
Nachjustierungen erforderlich, damit genau die gewiinschte Wasserspannung auftritt und genau ein
Gradient von 1 vorhanden ist. Hierbei ist unbedingt eine Hysterese bzw. ein Wechseln von Ent- zu
Bewisserung oder umgekehrt zu vermeiden. Fiir die Versuchsdurchfiihrung ist generell einige
Erfahrung notwendig.

Bestimmung des kapillaren Leitvermdgens im Labor Seite 94



To A B

Regulated
Pressure Elevation
A
Mariotte
Bottle -—-.h
by - o a
LLy ,€ht

Upper Plate ——(— —-

L

__T_f—‘ \vmi L\up W]

Soil A

Ht ==— |

nzo | "2 _ |_izHsb

b 5 Lower Plate _ _Z
|| Hp hy Zp

Hy
k= Drip Point

]
-
Abbildung 2-7:  Prinzipskizze fiir die Bestimmung des kapillaren Leitvermdgens nach dem Ein-
heitsgradientenverfahren [KLUTE und DIRKSEN, 1986]

Da alle Einzelversuche mit unterschiedlichem, zumeist sukzessive hoher gewdhltem Matrixpoten-
zial (der Boden wird von Versuch zu Versuch entwéssert), aber immer mit demselben Gradienten 1
betrieben werden, nimmt der Fluss sukzessive ab. Viele Boden weisen schon bei geringen Wasser-
spannungen bzw. geringer Untersittigung bei einem Gradienten von 1 nur eine sehr geringe Durch-
flussrate (bzw. Filtergeschwindigkeit) ¢ auf, sodass es sehr lange dauern kann, bis stationdre Ver-
hiltnisse erzielt werden und anschlieend mit einer Biirette gut messbare Volumina durch den
Boden gestromt sind.

DIRKSEN [1999] beschreibt eine einfachere Versuchseinrichtung, bei der die Gasdrucksteuerung
entfillt und in der Bodenluft atmosphérischer Luftdruck herrscht. Um dies zu gewihrleisten, sind
einerseits die Tensiometerschéfte nicht luftdicht mit dem Zylindermantel verbunden, sondern nur in
diesen nur lose eingeschoben. Andererseits ist die obere und die untere Kapillarplatte nur auf dem
Boden aufgesetzt, nicht unmittelbar mit dem Zylinder verbunden und geringfiigig kleiner als dieser,
sodass auch dort ein Luftspalt frei bleibt, iiber den sich der Porenluftdruck in der gesamten Probe an
den Atmosphérenluftdruck anpassen kann.

Davon abgesehen werden die unterschiedlichen Druckstufen nicht durch Erhéhen des Porenluft-
druckes bewerkstelligt, sondern durch eine Hohenverstellung der Probe selbst (ausreichende Raum-
hohe vorausgesetzt), wobei die einstellbare Wasserspannung naturgemdll mit maximal 1bar be-
grenzt ist. Je hoher der Zylinder gegeniiber den Zu- und Ablauthéhen angeordnet wird, desto grof3er
ist die Wasserspannung und desto kleiner ist der k-Wert und der Fluss. Da bei kleinerem Fluss O die
Verlusthohen durch die beiden Filterplatten kleiner sind, muss die Potenzialdifferenz zwischen Zu-
und Ablauf durch Hohersetzen des Ablaufes von Versuch zu Versuch verringert werden, um jeweils
einen Gradienten von 1 in der Probe einzuhalten.
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Beispiel 2-10: Die Messanordnung A laut Abbildung 2-7 dient zur Bestimmung der kapil-
laren Leitfahigkeit nach dem Einheitsgradientenverfahren. Die Verteilung der einzel-
nen Teilpotenzialhdhen wurde in Beispiel 1-12 auf Seite 30 konstruiert.

Bestimmen Sie, auf welche Hohe H; das Rohr bzw. die Mariottesche Flasche zu po-
sitionieren sind und auf welcher Héhe H, das freie Abtropfen des Wassers erfolgen
muss, damit bei festgelegtem Druckpotenzial y,, geschatztem k und bekannter Dicke
d und Durchlassigkeit k, der oberen und unteren Platte genau ein Gradient des
Gesamtpotenzials von 1 auftritt! Welchem Matrixpotenzial ist das ermittelte kapillare
Leitvermdgen k zuzuordnen?

Vorweg seien die Bezeichnungen einiger grundlegender Gréken angefuhrt:

[A] = m angelegtes Druckpotenzial, im Boden konstant Uber die Tiefe z.

[L] = m Hohe der Bodenprobe

K] = ms™ kapillares Leitvermdgen der Bodenprobe (bei wp!)

[He] = m Gesamtpotenzial an der Oberkante der Bodenprobe bzw. an der

Unterseite der oberen Filterplatte

Wenn als Vergleichsebene die Unterkante der Bodenprobe bzw. die Oberseite der
unteren Filterplatte festgelegt wird, betragt das Gesamtpotenzial an der Unterkante
der oberen Platte Hs; = L + h. Der Fluss durch die obere Filterplatte ergibt sich nach
dem Gesetz von DARCY aus q = —ky"AH/d

(9] m-s™’ Durchflussrate oder Filtergeschwindigkeit

L) m-s" Durchlassigkeitsbeiwert der oberen und der unteren Filterplatte
(beide Platten sind wassergesattigt)

[AH] = m Energieverlusthohe, Differenz des Gesamtpotenzials zwischen
Ober- und Unterseite der Filterplatte

[d] = m Dicke der beiden Filterplatten

AulRerdem gilt fir die Bodenprobe q = —k-L /L = —k. Fur die Verlusthéhe in der Filter-
platte ergibt sich dann AH = +k-d /kp
und flr das Gesamtpotenzial an der Oberkante der oberen Filterplatte H;:

Hi=Hs+d+AH=L+h+d+k-d/kp

[H] = m Gesamtpotenzial an der Oberkante der oberen Filterplatte = Hohe
der Unterkante des Lufteintrittsrohres Uber der Unterkante der Bo-
denprobe

Unter der Annahme, dass die Stromung von der Mariotteschen Flasche bis zur Ober-
seite der Filterplatte verlustfrei erfolgt, muss sich die Unterkante des Lufteintritts-
rohres um H; Uber der Unterkante der Bodenprobe befinden. Fir die untere Filter-
platte gilt Hy=0-d-AH=L+h+d-kd/k,

[Hp)] = m Gesamtpotenzial an der Unterkante der unteren Filterplatte = Hohe

des Schlauchendes bzw. Abtropfpunktes

Die Austrittsoffnung muss sich also um H, unter dem Vergleichsniveau (Unterkante
der Bodenprobe) befinden.

Zur Ermittlung von g, wird Gleichung 1-2 verwendet
Ym = Yp~ Wa,
d. h. das der ermittelten Leitfahigkeit k zuzuordnende Matrixpotenzial ist im vorlie-
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genden Fall (Bodenluft-Uberdruck; die Gasdruckhéhe h, ist auf denselben Bezugs-
wert wie die von den Tensiometern angezeigte Druckhéhe h — namlich Luftdruck —,
zu beziehen und ist im vorliegenden Fall laut Skizze positiv) kleiner als das Druck-
oder Tensiometerpotenzial h (Wasserspannung ist grof3er).

2.9  Profilmethode [FLUHLER, 1991] [DIRKSEN, 1999]

Im Gegensatz zu Laboruntersuchungen, die praktisch als Punktmessungen des Durchléssigkeits-
beiwertes bzw. des kapillaren Leitvermogens zu bezeichnen sind, werden bei den Feldmethoden
weitaus groBere Volumina erfasst. Man erhidlt mittlere Werte, die bei inhomogenen oder anisotro-
pen Bdden deutlich von den Punktwerten abweichen kdnnen, aber fiir viele Anwendungen wesent-
lich stirkere Aussagekraft besitzen. In-situ-Messungen sind besonders dann angezeigt, wenn diinne,
abgegrenzte Schichten mit einer nicht stabilen Struktur vorhanden sind oder wenn grof3e Struktur-
elemente wie z. B. Risse oder Ahnliches ein groBes REV bedingen. Labormessungen wiirden dafiir
grofle ungestorte Bodenproben (Zylinder) bendtigen, die aufwindig und schwierig zu handhaben
sind. Der groBte Nachteil der Feldmethoden besteht darin, dass die Anfangs- und Randbedingungen
weniger gut bekannt sind bzw. nur schlecht kontrolliert werden kdnnen.

Je nach den Gegebenheiten und gesuchten GroBen konnen Doppelringinfiltrometer-Versuche, Ten-
sionsinfiltrometer-Versuche, die umgekehrte Bohrlochmethode, Permeameter-Versuche, die Bohr-
lochmethode, Pumpversuche oder die Profilmethode zum Einsatz kommen. Grundsétzlich ist zu
beachten, dass der vertikale Durchldssigkeitsbeiwert auch im ungeschichteten Boden eine starke
Variabilitit mit der Tiefe aufweisen kann. Uberdies betriigt die vertikale Durchléssigkeit insbeson-
dere durch alluviale Ablagerungen entstandener Boden oft nur ein Fiinftel oder ein Zehntel der
horizontalen [BOUWER, 1978].

Das Haupteinsatzgebiet der Profilmethode ist die eindimensionale, vertikale Entwésserung eines an-
fangs gesittigten Bodenprofils. Sie wird daher auch als ,,unsteady drainage-flux method* bezeichnet
(KLUTE, 1986). Der versuchstechnische und der zeitliche Aufwand ist selbst unter einfachen
Gegebenheiten betrdchtlich. Mit der Profilmethode kann das kapillare Leitvermdgen eines Boden-
profils fiir jede Bodenschicht als Funktion von Wasseranteil und/oder Wasserspannung bestimmt
werden. Dazu ist die Messung der zeitlichen Verdanderung des Wasseranteils mit der Neutronen-
sonde oder mit dem TDR-Verfahren und der Wasserspannung mit Tensiometern im Boden in
Abhéngigkeit von der Tiefe notwendig. Es werden also bei diesem Feldexperiment Tiefenprofile
von /(z) und von €(z) in einer zeitlichen Abfolge gemessen. Das Experiment beginnt nach einer
moglichst guten, entweder natiirlichen oder kiinstlichen Sattigung des Profils. Zusétzlich muss der
Fluss zu allen Zeitpunkten zumindest in einer Tiefe bekannt sein. Das wird zumeist dadurch
erreicht, indem man die Bodenoberfliche mit Plastik abdeckt, das heif3t, der Fluss durch die Ober-
fliche ¢ (0)=0. Die Profil-Methode kann in zahlreichen Varianten abgewandelt werden, z.B.
indem man den Fluss durch den oberen Rand nicht Null setzt, sondern konstant hilt oder indem
man den Fluss iiber die Verdunstung ermittelt.

Das zu Beginn des Versuchs (nahezu) gesittigte Profil entwissert sich unter der Wirkung der
Gravitation. Wihrend dieses Drianvorganges wird die zeitliche Verdnderung der vertikalen Vertei-
lung des Wasseranteiles § und der Wasserspannung /# mit einer moglichst guten Auflosung verfolgt.
Dieses Experiment liefert also Messwerte fiir / (z, ) (Tensiometer-Ablesungen) und 6 (z, ¢) (Neutro-
nensonden- oder TDR-Ablesungen).
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Grundgleichung:  Gesetz von DARCY fiir ungeséttigten Boden in eindimensionaler Form

oH (8h @j

g=—k(0) 55 =k |55 (2-54)

1

[q] =ms Durchflussrate, spezifischer Fluss

[/] =dim.los Wasseranteil

[k(0)] =ms ' kapillares Leitvermogen

[z =m Lagehohe iiber Vergleichsniveau (= Gravitationspotenzialhdhe)
[A] =m Druckhohe (= Druckpotenzialhdhe)

[H] =m Gesamtenergiehdhe; H=h+z

[s] =m Koordinate in Bewegungsrichtung

Das kapillare Leitvermogen ist berechenbar, wenn fiir einen bestimmten Zeitpunkt der Fluss und
der Potenzialgradient bekannt sind. Der Gradient kann durch die Messung des Druckpotenzials
(Tensiometer) ermittelt werden. Fiir die in-situ-Bestimmung des Flusses existieren keine zufrieden-
stellenden Messtechniken. Der Fluss wird daher mit Hilfe der Kontinuitdtsbedingung ermittelt.

EIN — AUS = SPEICHERUNG
q (si-1)t—q (s;) At = As;A0; (2-55)

oder in differenzieller Form

90 oq
ot~ s (2-56)

Der Fluss am unteren Rand der ersten Schicht ist gleich dem Fluss am oberen Rand (z. B. Oberfli-
che fiir die oberste Schicht) weniger der zeitlichen Anderung der in der Schicht gespeicherten

00
Menge (Wasserverlust): q(s1)=¢q0)—As;- a_tl (2-57)
[As;] =m Dicke der ersten Schicht
[s1] =m Tiefe des unteren Randes der ersten Schicht
[6i]] =dim.los mittlerer Wasseranteil der ersten Schicht
[7] =5 Zeit

Der Fluss am unteren Rand der zweiten Schicht wird analog beschrieben (Zufluss aus erster Schicht

— Wasserverlust der zweiten Schicht)

00 00 00
f](Sz):q(Sl)—AS2'a—t2=q(0)—Asl-a—;—mz-a—;. (2-58)

Allgemein folgt der Fluss g (s;, ;) zu einem Zeitpunkt # am unteren Rand einer Schicht i

36, S
4610 = a0~ A5G =g 0.0~ D Asi- ). (2-59)
k=1
Aus diesem Fluss ergibt sich fiir das kapillare Leitvermogen zu diesem Zeitpunkt
il
k(0,s) = —gﬁ—L . (2-60)
a5 Gint)

In den beiden im Folgenden vorgestellten Auswerteverfahren nach FLUHLER und nach DIRKSEN
werden die Differenzialquotienten prinzipiell durch Differenzenquotienten ersetzt.
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Eine neuere Entwicklung sind die so genannten inversen Methoden. Der physikalische Versuch
wird dabei durch eine numerische Simulation nachgebildet, die auf mathematischen Transport-
modellen beruht. Die Beziehungen % (6) und k(%) sind wesentliche Teilmodelle fiir den Transport-
prozess, die ihrerseits von Parametern abhingig sind. Die Werte dieser Parameter und damit die
gesuchten Beziehungen /4 (60) und k(%) sind fiir die jeweilige Simulation dermafen zu bestimmen,
dass sich moglichst geringe Abweichungen zwischen dem Simulationsergebnis und den im
physikalischen Versuch gemessenen Werten ergeben. Dabei handelt es sich um ein so genanntes
inverses Problem, das numerisch durch eine inverse nichtlineare Optimierung zu 16sen ist.

Der allgemeinen Anwendung inverser Methoden zur Versuchsauswertung stehen betrichtliche
Erfahrung in Modellbildung und Simulation entgegen. Weiters sind Modelle fiir die Beziehungen
h (6) und k (h) erforderlich, die bei den einfacheren Auswertungen weitestgehend vermieden werden
konnen.

2.9.1 Auswertung nach FLUHLER [1991]

Fiir die Bestimmung des k-Wertes bei 4 und 6 einer gegebenen Tiefe z; wenden wir das Darcy-
Gesetz an. Wir ermitteln den Fluss QO durch die Horizontalebene in der Tiefe z; wihrend des Zeit-
intervalls von ¢ bis ¢+ At. Dieser Fluss Q entspricht der dranbedingten Abnahme des Wasservorrates
AW zwischen z =0 und z. Wir bestimmen den hydraulischen Gradienten in dieser Tiefe z anhand
der Tensiometer-Ablesungen.

Bei der Art der Differenzen- und Mittelbildung nach FLUHLER wird unterstellt, dass /4 (z) und
auch /4 (¢) linear sind, also arithmetisch gemittelt werden konnen. Je nach der Form dieser Funktio-
nen 4 (z) bzw. h(¢) sind andere gewichtete Mittel oder die Verwendung von Interpolations- bzw.
Ausgleichskurven sinnvoller.

Gesucht: k-Wert fiir 4 (z;) und 6 (z))

1. Die Bestimmung des hydraulischen Gradienten in der Tiefe z; erfolgt anhand der Tensiometer-
Ablesungen

2. Ermittlung des Flusses in der Tiefe z; wahrend des Zeitintervalls Az
q = AW (entwisserungsbedingte Abnahme des Wasservorrates zwischen z = 0 und z,).

Beispiel 2-11: Im Zeitintervall At wurden bei der Anwendung der Profilmethode nach
FLUHLER die in der folgenden Tabelle enthaltenen Messwerte registriert:

Tensiometermessunaen Neutronensondenmessunaen
Messtiefe z; h(z,t) | h(z, t+Af) Messtiefe z; 0(z, 1) 0(z, t+Al)
(cm) (cm) (cm) (cm) (cm®cm™) | (cm®*cm™)
10 -5 -15 0-20 0,42 0,37
30 -10 -20 20—-40 0,40 0,36
50 -10 -25 40-60 0,41 0,38
70 -15 -25 60-80 0,38 0,36
90 -30 -40 80-100 0,36 0,35
110 -60 -50 100-120 0,32 0,33
130 -100 -80 120-140 0,30 0,31
150 -130 -90 - - -
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Abbildung 2-8: Druckpotenzial- und Wasseranteilsverlauf Uber die Tiefe

Gesucht ist der im Zeitintervall At durchschnittlich wirksame hydraulische Gradient
AHIAZ = L. in einer Tiefe z =100 cm zur Zeit t + At/2.

Wie grol} ist der Wasservorrat W zur Zeit t zwischen der Bodenoberflache und z =
100cm?

Wie groB ist die zeitliche Anderung des Wasservorrates AW im Zeitintervall At?

Da der Fluss und der Gradient fir z = 100 cm berechnet wurden, kann k (6) bzw. k (h)
ebenfalls fur diese Tiefe berechnet werden.

2.9.2 Auswertung nach DIRKSEN [1995]

Fiir die Profilmethode wird von DIRKSEN folgender genereller Berechnungsablauf empfohlen:

Wiihle die Zeitpunkte ¢ fiir die die Fliisse und die Gradienten des Potenzials berechnet werden
sollen. Falls nicht alle grundlegenden (experimentellen) Daten zu den bestimmten Zeitpunkten
verfligbar sind, miissen sie durch Interpolation fiir die Zeitpunkte gewonnen werden. Falls mog-
lich, sollten die Zeitintervalle so gewihlt werden, dass Af < 0,05.

Trage die Wasseranteile liber die Tiefe als eine Funktion der Zeit auf: 8 (s;, ¢). Falls probat,
zeichne Ausgleichskurven durch eine begrenzte Anzahl an Datenpunkten, wobei auf die theore-
tischen Verlaufe Bedacht zu nehmen ist.

Bestimme zu jedem gewihlten Zeitpunkt # den Anstieg 00,/0t der (geglatteten) 6 (s;, £)-Kurven,
entweder visuell anhand der ausreichend vergroferten Zeichnungen oder mit einem geeigneten
Berechnungsalgorithmus.
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- Lege den Schichtenaufbau des Bodens und das Tiefen-Inkrement As; fest. Fiir jede Boden-
schicht sind durchschnittliche (repriasentative) 06,/0t-Werte zu ermitteln. Berechne die instatio-
niren Wasserverlust-Raten fiir die Zeitpunkte # und fiir jede Bodenschichte in der Form
As; - 00;/01).

— Berechne fiir jeden gewdhlten Zeitpunkt # die instationdren Fliisse an der Unterkante jeder
Bodenschicht entsprechend der Formel. Beginne die Aufsummierung an der Bodenoberflidche
(s = 0) und lasse keine Liicken zwischen den Schichten.

— Zeichne fiir jeden der Zeitpunkte ¢, falls notig durch zeitliche Interpolation, den Verlauf der
Potenzialhohen H (s;, ¢)) iiber die Tiefe. Zeichne geglittete Linien durch die Datenpunkte, wobei
auf die theoretischen Verldaufe Bedacht zu nehmen ist.

- Bestimme die Anstiege 0H/0s der (geglétteten) H (s;, t;)-Profile an der Unterkante jeder Boden-
schichte s;, fir die der instationidre Fluss berechnet wurde, entweder visuell anhand der ausrei-
chend vergroflerten Zeichnungen oder mit einem geeigneten Berechnungsalgorithmus.

— Berechne die kapillaren Leitervermogen k (s;, ;) entsprechend der Formel mit den Datenpunkten
(g, OH/0s) fuir eine bestimmte Zeit und Tiefe.

— Ordne die kapillaren Leitvermdgen & (s;, #;) den zugehorigen Wasseranteilen 0 (s;, ¢)) zu.

— Trage die Abhidngigkeit der Kurven k(s;, ) oder logk (s;, #;) vom Wasseranteil 6 (s;,¢) fiir die
unterschiedlichen Tiefen auf.

Beispiel 2-12: Profilmethode nach DIRKSEN in einem groben Sandboden

Das Profil eines Bodens aus grobem Sand mit einem seichten, konstanten Grund-
wasserspiegel von 1,20m wurde zu Beginn des Experiments aufgesattigt und
anschliefend abgedeckt um eine Verdunstung zu verhindern. Die Wasseranteile in
6 Tiefen wurden Uber einen Zeitraum von 24 Stunden aufgezeichnet (siehe Abbil-
dung 2-9), die Verlaufe des Gesamtpotentials Uber die Tiefe sind fur 8 Zeitpunkte
bekannt (Abbildung 2-10). Berechne das kapillare Leitvermbgen des Bodens!

0.4 E

WATER CONTENT (cm®cm?)

o.o 1 1 I 1 L H L ] 1 [l
0 4 8 12 16 20 24

TIME (h)

Abbildung 2-9: Gemessener zeitlicher Verlauf des Wasseranteiles in den einzelnen
Bodentiefen [DIRKSEN, 1999]
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Abbildung 2-10: Verlauf des Gesamtpotenzials H Uber die Tiefe fur einzelne Zeit-

punkte [DIR

KSEN, 1999]

Fur die Auswertung dieses Beispiels ist das Anlegen zweier Tabellen zweckmaRig:

t S —-d0/ot As-06/ot q
(h) (cm) (™) (cmh™ | (em-h™)
0,5 0-20 0,0835 1,670 1,670

2040 0,0988 1,976 3,646
40-60 0,0912 1,824 5,470
60-80 0,0926 1,852 7,322
80-100 0,0973 1,946 9,268
1 0-20 0,0397 0,794 0,7945
2040 0,0494 0,988 1,782
40-60 0,0488 0,976 2,758
60-80 0,0493 0,986 3,744
80-100 0,0512 1,024 4,768
2 0-20 0,0172 0,342 0,342
2040 0,0215 0,430 0,772
40-60 0,0238 0,476 1,248
60-80 0,0243 0,486 1,734
80-100 0,0242 0,484 2,218
4 0-20 0,00837 0,167 0,167
2040 0,01060 0,212 0,379
40-60 0,01076 0,215 0,595
60-80 0,01172 0,234 0,829
80-100 0,01243 0,249 1,078
8 0-20 0,00386 0,077 0,077
2040 0,00514 0,103 0,180
40-60 0,00538 0,108 0,288
60-80 0,00579 0,116 0,403
80-100 0,00537 0,107 0,511
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24 0-20 0,00152 0,0302 0,0302
20-40 0,00210 0,0420 0,0722
40-60 0,00208 0,0416 0,1138
60-80 0,00161 0,0322 0,1460
80-100 0,00153 0,0306 0,1766
S T oHIos q k ©]
(ecm)| (h) |(cmem™ | (emh™") | (emh™") |(cm®*cm™)
20 0,5 0,805 1,670 2,075 0,237
1 0,839 0,794 0,946 0,206
2 0,813 0,342 0,421 0,175
4 0,741 0,167 0,225 0,145
8 0,491 0,077 0,157 0,117
24 0,375 0,030 0,080 0,080
40 0,5 0,926 3,646 3,937 0,268
1 0,911 1,782 1,956 0,234
2 0,871 0,772 0,886 0,202
4 0,857 0,379 0,442 0,171
8 0,821 0,180 0,219 0,140
24 0,710 0,072 0,101 0,094
60 0,5 0,953 5,470 5,704 0,289
1 0,946 2,758 2,915 0,255
2 0,942 1,248 1,325 0,222
4 0,911 0,595 0,653 0,187
8 0,902 0,288 0,319 0,157
24 0,759 0,114 0,150 0,108
80 0,5 0,968 7,322 7,564 0,299
1 0,973 3,744 3,848 0,269
2 0,964 1,734 1,799 0,236
4 0,938 0,829 0,884 0,199
8 0,924 0,403 0,434 0,169
24 0,804 0,146 0,182 0,122
100 0,5 0,978 9,268 9,477 0,313
1 0,967 4768 4 931 0,279
2 0,960 2,218 2,310 0,246
4 0,888 1,078 1,214 0,215
8 0,768 0,511 0,665 0,185
24 0,375 0,177 0,471 0,154

Die ermittelten Ergebnispunkte k (6) werden am besten in einem Graphen dargestellt:
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Abbildung 2-11: Abhangigkeit des kapillaren Leitvermégens vom Wasseranteil (fur
alle Tiefen) [DIRKSEN, 1999]
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3. DATENERFASSUNG

Die Entwicklung elektronischer MeBsysteme ermdglicht die kontinuierliche (bzw. die mit einstell-
barem Zeitinkrement At diskontinuierliche) Aufzeichnung von Messwerten.

Bodenphysikalisch relevante Parameter (Messwerte) und Messverfahren zu ihrer Erfassung:

— Wasseranteil: kapazitive Verfahren, Neutronensonde, TDR (Time Domain Reflectometry), FDR
(Frequency Domain Resonance)

— Druck: Fiillstandsmessung (Druckaufnehmer); Wasserspannung: Tensiometer (pordser Kera-
mikkdrper) mit Druckaufnehmer

—  Temperatur: fiir die Temperaturmessung steht die grofite Anzahl an Sensoren zur Verfiigung
z.B. Pt 100, NTC, Halbleiterbauelement ectc.

- Leitfahigkeit: Widerstandsmessung

— Indirekte MeBmethoden zur Erfassung der Wasserspannung oder des Wassergehaltes: Gips-
block, Keramikblock, Nylonblittchen (dabei handelt es sich um Widerstandsmessungen);
Psychrometer (Messung mit Thermoelement)

Das Mellsystem setzt sich aus der Datenerfassungsanlage [SOKOL, 1989] und den Messwertauf-
nehmern (Sensoren) zusammen. Die Datenerfassungsanlage ruft die Messwerte zu vorgegebenen
Zeitpunkten von den Sensoren ab, wandelt das analoge Messsignal in ein digitales um und speichert
den Messwert gemeinsam mit dem Messzeitpunkt. Nach einer bestimmten Zeitspanne sind die
Daten auszulesen. Fiir den Feldbetrieb kann einfach die Speicherkarte (Chip Card) gewechselt wer-
den, oder die Daten werden direkt vor Ort an einen Laptop iibertragen. Im Laborbetrieb besteht die
zusitzliche Moglichkeit, die Daten direkt an einen PC zu senden. Die elektrische Versorgung
erfolgt durch Batterie, Netzanschluss oder iiber ein Solarpaneel. Um den Leistungsverbrauch im
Feldbetrieb zu minimieren, ist es von Vorteil, das System nach jeder Messung ,,schlafen* zu legen
und erst wieder kurz vor der ndchsten Messung mit Hilfe der Echtzeituhr zu aktivieren.

BODA

Data logger Data handling
(process) software
software

Data transfer/
Sensors communication
software

output l

Abbildung 3-1:  Messsystem
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Die Nahtstelle der Datenerfassungsanlage zu den Sensoren bildet ein Sensorinterface mit folgenden

Aufgaben:

—  Spannungsversorgung der Sensoren (z. B. Wechselspannung bei Widerstandsmessungen)

— galvanische Trennung der Eingédnge durch ein Relais

-~ Spannungs- oder Stromanpassungen, d. h. eine Anpassung an eine standardisierte Spannung im
Bereich von 0 bis 10V

- Vergroflerung der Anzahl der Messkanéle durch einen Multiplexer.

Der prinzipielle Aufbau einer Feldmessstelle ist aus der Abbildung 3-2 und der Abbildung 3-10 ent-
nehmbar. Die Wasserspannung wird direkt (Tensiometer) und indirekt (Gipsblock) gemessen, die
Temperatur mit einem Halbleiterbauelement und der Wasseranteil sowohl mit TDR-Sonden (Mit-
telwerte liber Wellenleiterldnge) als auch mit kapazitiven Sensoren. Die TDR-Sonden-Messungen
werden mit einem eigenen Gerit durchgefiihrt. Mit Hilfe der RS232-Schnittstelle kénnen die TDR-
Messungen auch mit der Datenerfassungsanlage aufgezeichnet werden.

Die gleichzeitige Erfassung der Wasserspannung und des Wasseranteiles ermoglicht die direkte Be-
rechnung des kapillaren Leitvermdgens (z. B. mit der Profil-Methode). Ein anderer eleganter Weg,
fiir den Softwareprodukte komplette Losungen anbieten, ist die Ermittlung der & (6)-Funktion als in-

verses Problem.

Wasserspannung Wasseranteil
I I I I

Kontinuierliche Messwertaufzeichnung

Extern befiillbare
Tensiometer =<
Z u r | [l [ [} § § § Z
et
BODA I I I I = = g N GOK
ii =

E EE E
O 0O O O
n o o
T RY @
o OO o
¥ ¢o o
o006 Qa
FFF F

105 cm
unter GOK
= g “mm | 100 cm

UMS Watermark Beckman Vitel SEC-Trase

Abbildung 3-2:  mit Messsensoren bestiicktes Bodenprofil
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Die folgende Abbildung eines MeBsystems zeigt die Datenerfassungsanlage und die Sensoren (von
links nach rechts) Temperatur, zwei Nylonbléttchen, Gipsblock, Keramikblock, Druckaufnehmer
und TDR-Sonde mit Auswerteelektronik. Letztere kann durch Umwandlung des Messwertes in ein
digitales Signal direkt an die Datenerfassung angeschlossen werden. Vorne quer im Bild ist ein ka-
pazitiver Fiillstandssensor abgebildet.

Abbildung 3-3:  Datenerfassung und Messsensoren

In den folgenden Unterkapiteln werden Anwendungsbeispiele von Feldmessstationen in der Praxis
gezeigt. Neben den sehr unterschiedliche Fragestellungen werden die Ergebnisse der jeweiligen
Parameteraufzeichnung erldutert.

3.1 Untersuchung des Bodenklimas und des Langzeitverhaltens der
Sensoren

Standort: GroR-Enzersdorf (Versuchswirtschaft)

In sechs Tiefen sind jeweils ein Keramikblock, ein Nylonblattchen und ein Temperaturfih-
ler eingebaut. Unterhalb einer Tiefe von 1,85 m steht Schotter an. Der Aufbau des Mess-
profils erfolgte in Anlehnung an das US Global-Change-Program. Die Messungen began-
nen im Jahr 1992. Gemessen werden stundlich die Wasserspannung (indirekt) und die
Temperatur [LOISKANDL und KLIK, 1994]. In der folgenden Abbildung sind der Tempe-
raturverlauf und die Widerstandsaufzeichnung fur das Jahr 1993 dargestellt. Zusatzlich
sind die Niederschlagsereignisse im Jahresverlauf aufgetragen. Zur Datenreduzierung
wurden die Messwerte in Tagesmittelwerte umgewandelt.
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Aus der Temperaturaufzeichnung ist sehr deutlich der Jahresgang und die Dampfung der
Amplitude bei zunehmender Tiefe, besonders der taglichen Schwankungen, ersichtlich. Zu
Beginn des Jahres zeigen die oberen Temperatursensoren negative Werte an. Auch ohne
Umrechnung der gemessenen Widerstande in Wasserspannungen ist bereits eine Aus-
sage Uber Veranderungen im Bodenwasserregime mdglich. Nach ca. drei Monaten
beginnt eine langere Austrocknungsphase, die durch gréRere Niederschlagsereignisse
kurz nach Jahresmitte beendet wird. Die Niederschlage zeigen eine deutliche Wirkung bis
in eine Tiefe von 20cm; in 50 cm tritt der Einfluss verzogert und weniger stark auf. Die
unteren Sensoren reagieren nicht. Erst das zweite groRere Niederschlagsereignis dringt
bis in eine Tiefe von 50 cm vor. Im letzten Drittel folgt noch eine weniger stark ausgepragte
Austrocknung, bis schlie3lich wieder alle Sensoren einen geringen Widerstand, dies ent-
spricht einem hohen Wasseranteil, zeigen. Die hohen Widerstandswerte zu Beginn sind
das Resultat des Einfrierens der Sensoren in den oberen Schichten (Eis verhalt sich wie
ein Isolator). Die Sensoren begannen nach dem Auftauen wieder zu arbeiten und Uber-
standen bereits ein mehrfaches Einfrieren.

Zur Veranschaulichung der taglichen Schwankungen sind in der zweiten Abbildung die
stindlich aufgezeichneten Messwerte fur den Monat April dargestellt. Die taglichen Tem-
peraturschwankungen sind in den tiefen Bereichen nicht mehr erkennbar. Auch die Wider-
standswerte zeigen den Temperatureinfluss in spiegelbildlicher Form. Hohere Temperatu-
ren bewirken einen geringeren Widerstand.

Obwohl von vielen Herstellerfirmen Kalibrierkurven fur die Sensoren mitgeliefert werden,
ist es doch meist zweckmaRig, die Sensoren selbst zu kalibrieren. Die Kalibrierung der
Blocksensoren erfolgt im Drucktopf. Dabei wird eine Beziehung zwischen dem Widerstand
und der Wasserspannung — dem eigentlichen bodenrelevanten Parameter — hergestellt. In
der Abbildung 3-6 wurden die gemessenen Wertepaare mit einer hyperbolischen Funktion
ausgeglichen. Mit Hilfe der Felddaten konnte zusatzlich eine Temperaturkompensation
eingefuhrt werden [LOISKANDL et al., 1996].
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Abbildung 3-6:  Kalibrierkurven fur einen Blocksensor bei unterschiedlichen Temperatu-
ren
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Die Abhangigkeit der Wasserspannung vom Widerstand und von der Temperatur lasst
sich durch folgenden funktionalen Zusammenhang beschreiben:

= _4!13+8’76'R'(1+O,025'At)

(3-1)
1-0,018-R-(1+0,025- At)

[R] =kOhm Widerstand

[Af] =°C Differenz zwischen kalibrierter und gemessener Temperatur

[w] =kPa Wasserspannung

Der Effekt der Temperaturkompensation auf die Messwerte wird durch den Vergleich der
kompensierten mit den unkompensierten Wasserspannungswerten aufgezeigt.
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Abbildung 3-7: temperaturkompensierte Messwerte

3.2 Einfluss wasserkonservierender Manahmen

Standort: Klosterneuburg
Sensoren: Gipsblocke, Temperatursensoren
Beobachtungszeitraum: 1991, 1992

Die Anderung des Widerstandes (Wasserspannung) ist, wie bereits ausgefiihrt, ein Indi-
kator fiir die Anderung des Wasseranteiles. Damit ein Bezug zwischen dem Widerstand
und dem Wassergehalt hergestellt werden kann, ist eine Wasserspannung-Wasseranteil-
Beziehung notwendig. Eine Feldkalibrierung, d. h. die Erstellung einer direkten Beziehung
Widerstand — Wasseranteil, ist in situ moglich, wenn der Wassergehalt mehrmals gemes-
sen wird, z.B. durch Entnahme von Bodenproben (gravimetrische Bestimmung) oder
durch TDR-Messungen etc..

Als Beispiel ist die Anderung des Bodenwassers in einem Weingarten wahrend der Vege-
tationsphase 1991 fir zwei verschiedene Oberflachengestaltungen, ohne Bodenbede-
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ckung und mit Strohabdeckung, dargestellt. Die Abbildung zeigt die taglichen Werte des
Bodenwassers in der Wurzelzone (0-70 cm). Fur die Interpretation der Bodenschutzmal3-
nahme sind die relativen Werte ausreichend. Fur die Beurteilung der absoluten Werte ist
zusatzlich die Feldkapazitat und der permanente Welkepunkt notwendig. Fir den Monat
Juli ist auch der Temperaturverlauf nahe der Bodenoberflache (ca. 5cm) im Vergleich zur
Lufttemperatur unter den gleichen Bedingungen aufgezeichnet [LOISKANDL und KLIK,

1994].

350 T 350
1 _/—"-— -
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Abbildung 3-8: Bodenwasser in der Wurzelzone und akkumulierter Niederschlag fur die

Vegetationsperiode 1991

Der Bodenwassergehalt liegt fur beide Plots zu Beginn der Wachstumsperiode nahe der
Feldkapazitat. Im Mai verringert sich das gespeicherte Bodenwasser, wenn keine Boden-
bedeckung vorhanden ist; durch die Srohbedeckung wird die Evaporation nahezu unter-
bunden (keine Transpiration). Mit dem Einsetzen der Transpiration durch die Pflanzen
sinkt der Wasseranteil flr beide Plots. Die unterschiedlichen Steigungen sind das Ergeb-
nis der reduzierten Evaporation durch die Strohbedeckung. Im Juli sind die Linien anna-
hernd parallel, d. h. die Transpiration dominiert. Es konnte gezeigt werden, dass durch die
Strohabdeckung mehr Wasser fur die Pflanzen zur Verfugung steht.
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Abbildung 3-9: Bodentemperatur in 5cm Tiefe im Vergleich zur Lufttemperatur

3.3 Wasserbilanzstudie einer Rindendeponie

Standort: Nahe Amstetten
Sensoren: Block-, Temperatur- und kapazitive Sensoren
Beobachtungszeit: 1994/1995

Die Wasserbilanzstudie verfolgte den Zweck, das Gefahrenpotenzial einer Rindendeponie
fur das Grundwasser abzuschatzen. Die Untersuchung stitzte sich auf Feldmessungen
und Simulationen [LOISKANDL et al., 1997]. Durch die Simulation konnte mit nur einer
Feldmessstation das Auslangen gefunden werden. Die beobachteten Anderungen des
Wasseranteiles fungieren als Inputdaten fur die Simulation und dienen der Kalibrierung.
Das kalibrierte Simulationsmodell erlaubt die Untersuchung unterschiedlicher Szenarien,
wie Variationen des Bodenprofils, des k-Wertes und der Pflanzenfaktoren.

Das Bodenprofil ist aus einer Abdeckschicht und einer darunter liegenden Schicht, beste-
hend aus Rindenabfallen und groben Bodenanteilen, zusammengesetzt. Die untere
Schicht weist einen dementsprechend hohen organischen Anteil auf.

Blocksensoren konnten blof3 in der Abdeckschicht eingebaut werden, da nur dort ein guter
Bodenkontakt mdglich ist. Sie wurden sternférmig um die Datenerfassungsanlage ange-
ordnet, jeweils nahe der Oberflache und nahe der Grenze zur unteren Schicht. Sie sollten
einen Aufschluss dartber gestatten, wie sich die Unterschiede in der Deckschicht auswir-
ken. Fallweise wurden in dieser Schicht Vergleichsmessungen mit TDR-Sonden vorge-
nommen. Im groben Material konnten nur kapazitive Sensoren verwendet werden. Die fol-
gende Systemskizze (Abbildung 3-10) zeigt den zweischichtigen Aufbau des Bodenprofils
und die Lage der Sensoren.
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Abbildung 3-10: Aufbau der Feldmessstelle

Bei dieser Studie wurde der kapazitive Punktsensor Hydra Probe der seinerzeitigen Firma
VITEL (mittlerweile von der Firma Stevens ® Water Monitoring Systems ubernommen)
zur Erfassung des Wassergehaltes verwendet. Die Besonderheit dieses Sensors besteht
darin, dass nicht nur die Kapazitat, sondern auch die elektrische Leitfahigkeit im Bereich
des elektrischen Feldes gemessen wird und damit die gesamte relative komplexe
Dielektrizitatskonstante ¢, erfasst wird; Uberdies wird die Temperatur im Sensorkopf
gemessen. Die Bestimmung des Wasseranteils 6 beruht dabei nur auf dem temperatur-
kompensierten Realteil von ¢.. Als Modell fur die Beziehung zwischen diesem und 6 ver-
wendet die Erzeugerfirma ein kubisches Polynom und stellt eine eigene Umrechnungs-
Software zur Verfugung, die je nach der Bodenart drei verschiedene Parametersatze
anbietet. Im gegenstandlichen Fall bedingte jedoch der hohe organische Anteil eine
eigene Ermittlung der Polynomkoeffizienten in der Kalibrierfunktion

O=ap+a-&+are’ +ase’. (3-2)
[6] =cm’cm™Wasseranteil gemaR Modellbeziehung
[e] =dim.los temperaturkompensierter Realteil der komplexen relativen Dielektrizitats-

konstanten (siehe Anhang Kapitel 7.2.9)
aos =dim.los Polynomkoeffizienten (4 Werte pro Parametersatz)

Fur die Eichung des Sensors wurde ein Austrocknungsversuch im Labor durchgefthrt und
dabei der zeitliche Verlauf des Wasseranteils 6 in der Probe durch Wiegung bestimmt und
das Messsignal fur ¢ des Hydra-Probe-Sensors aufgezeichnet. An die diskreten Werte-
paare & (t;)/ 6 (t;) wurden die vier Koeffizienten des kubischen Polynoms mit der gewdhnli-
chen Fehlerquadratmethode angepasst und damit die Kalibrierfunktion fir das gegen-
standliche Bodenmaterial gewonnen, die in der Abbildung 3-11 dargestellt ist. Zum Ver-
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gleich wurden auch die drei von der Herstellerfirma verwendeten Standard-Funktionen

eingetragen.

Wasseranteil (cm3-cm'3)

Abbildung 3-11:
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Realteil ¢ (-) der relativen komplexen Dielektrizitatskonstante

angepasste Kalibrierfunktion und Standard-Funktionen fir den Hydra-

Probe-Sensor

Der zeitliche Verlauf des Austrocknungsversuches ist in der Abbildung 3-12 ersichtlich.
Das Messergebnis, das sich unter Verwendung der von der Firma bereitgestellten Soft-
ware ergibt, ist bei hoher Sattigung unbrauchbar. Unter einem Wasseranteil von 0,4 wirde
die Standard-Umrechnungsfunktion fir Tonboden einen akzeptablen Fehler ergeben.

o o
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Abbildung 3-12:
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zeitlicher Wassergehaltsverlauf (Austrocknung) bei Verwendung
vorgegebener und selbst ermittelter Eichfunktionen
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FUr den Beobachtungszeitraum im Feld ist die Messung des Wasseranteiles in den funf
Tiefen dargestellt. Auffallig sind die relativ konstanten Werte Uber den ganzen Zeitraum.
Nur im Sommer ist in der Deckschicht eine Abnahme zu beobachten.

0.7
1 ———— 2,90 m !
T o — 1,75m ||
] ———— 115m i
06_ ................ 0’35m

Wasserantell (cm3-cm'3)

0.3

" Juli " Aug. ' Sept. Okt ' Nov.

Abbildung 3-13: Gemessener und simulierter zeitlicher Verlauf (April bis November 1995)
des Wassergehaltes in mehreren Tiefen

April ' Mai | Juni

Die gemessene Wasserverteilung konnte mit der Simulation fur fast alle Sensoren gut
nachgebildet werden. Lediglich am unteren Rand der Deckschicht waren groliere Abwei-
chungen zu beobachten, die Tendenz wurde jedoch gewahrt. Begriindungen liegen in der
Diskretisierung, der k-Wert-Abschatzung und im Niederschlag, der nicht vor Ort gemes-
sen, sondern von der nachstliegenden meteorologischen Station Gbernommen wurde.
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Wasseranteil  (cm>cm™)

Messwerte: schwarz
1 simulierte Werte: grau

April " Mai ]Juni [ Juli [ Aug. | Sept.[ Okt. " Nov.

Abbildung 3-14: Vergleich gemessener mit den simulierten Werten

0.3

Mit Hilfe des kalibrierten Simulationsmodells wurde die Wasserbilanz erstellt. Der Sum-
menwert des Niederschlages wurde der Ausflusssumme gegenubergestellt. Zusatzlich ist
die Ausflussverteilung eingetragen.
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Abbildung 3-15: Ausflussmenge (unterer Rand — Bodenprofil) und Niederschlag

Ein weiteres Beispiel ist das Ergebnis am Ende der Simulation fir zwei unterschiedliche
Deckschichtmachtigkeiten. Ein Oberflachenabfluss (Runoff) tritt auf Grund der ebenen,
rauen Gelandeverhaltnisse nicht auf. Die Infiltration muss damit gleich sein der Summe
aus Ausfluss (Leachate) + Evaporation + Transpiration + Wassergehaltsanderung. Der
Term ,,Check” stellt das Restglied und somit die Qualitat der Massenbilanz dar.
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Tabelle 3-1: Massenbilanz am Ende der Simulation

Machtigkeit der Deckschicht

1,0m

0,5m

kumulierter Fluss x107% (m®/m?)

kumulierte Infiltration 652,6

kumulierter Oberflachenabfluss 0,2

kumul. Ausfluss in der Profilunterkante 441,9 420,4
kumulierte Evaporation 75,2 83,8
kumulierte Transpiration 136,3 146,1
Anderung des Profilwassergehaltes 3,3 0,8
Check -4.1 1,4

Zur Erklarung der geringeren Ausflussrate bei einer dinneren Deckschicht wurden die
Flusse nahe der Deckschicht berechnet. In den Abbildungen ist klar ersichtlich, dass in
den Sommermonaten bei der geringeren Deckschicht eine groRere Aufwartsbewegung

vorhanden ist.

spezifischer Fluss in z = 1,05 m (mm/d)

-5

April ' Mai | Juni | Jul

1,0m

Aug. | Sept.| Okt. | Nov.
Abbildung 3-16: Fluss durch die Unterkante bei einer Machtigkeit der oberen Schicht von
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Abbildung 3-17: Fluss durch die Unterkante bei einer Machtigkeit der oberen Schicht von
0,5m

34 Kostenvergleich unterschiedlicher Sensoren

In den Feldanwendungen wurden verschiedenste Sensoren eingesetzt. Als grobe Richtlinie dafiir,
welche der sehr unterschiedlichen Sensoren man fiir einen bestimmten Einsatzzweck verwenden
sollte, moge ein Vergleich der Kosten und der erzielbaren Genauigkeit dienen, wobei jeweils die
gleiche Datenerfassungsanlage verwendet wird [LOISKANDL et al., 1996].

Anzumerken ist, dass Blocksensoren zwar kein Ersatz fiir technisch anspruchsvollere Sensoren
sind, aber fiir bestimmte Anwendungen (z. B. Bewésserungsmanagement) ausreichende Information
liefern kénnen.

Tabelle 3-2:  Kostenvergleich unterschiedlicher Sensoren
Sensortyp relativer Preis | Genauigkeit
I. Blocksensor 1 +5-10%
II. kapazitiver Sensor 10 +3%
III. TDR 60 +2 %
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4. SIMULATION DER WASSERBEWEGUNG UND DES STOFF-
TRANSPORTES IM UNGESATTIGTEN BODEN

4.1 Simulationskonzept

Im Bewusstsein, dass eine Definition des Begriffes "Modell” sehr vielfiltig ausfallen kann, wird zur
Erreichung einer moglichst klaren Verstdndigungsebene den weiteren Ausfiihrungen eine Standort-
bestimmung vorangestellt.

Meist unbewusst werden im tiglichen Leben in Form unserer Vorstellungen stindig Modelle als
Abbildungen der Wirklichkeit entwickelt. Der entscheidende Schritt ins Bewusstsein erfolgt dann,
wenn die Notwendigkeit auftritt, diese Vorstellung zu Papier zu bringen, zum Beispiel im tech-
nisch-naturwissenschaftlichen Bereich eine mathematisch/physikalische Beschreibung zu finden.
Die generellen Trends erscheinen oft klar, wéhrend Details schwerer vorherzusagen sind. Die Pro-
bleml6sung kann in drei Komponenten gegliedert werden [KREYSZIG, 1988]:

1) Modellierung: Ubersetzung der physikalischen, oder auch einer anderen, Information in eine
mathematische Form. Dabei erfolgt eine Abstrahierung der Wirklichkeit und ein Versuch einer
Reduktion auf das Wesentliche. Eine erfolgreiche Reduktion ist vielleicht die erfolgreichste
Form aller wissenschaftlichen Erkldrungen, die man sich vorstellen kann, da sie leistet, was
MEYERSON (zitiert von POPPER [1994]) besonders hervorgehoben hat: die Identifikation des
Unbekannten mit dem Bekannten. Im Gegensatz zu einer Reduktion macht die Erkldrung mit
Hilfe einer neuen Theorie das Bekannte — das bekannte Problem — durch etwas Unbekanntes
klar: eine neue Vermutung [POPPER, 1994].

2) Losung: Auswahl und Anwendung passender mathematischer Methoden zur Losung des aufge-
stellten Modells, meist ist dies mit dem Einsatz eines Computers verbunden.

3) Interpretation: Erklirung des Zusammenhanges der mathematischen Losung in Bezug zum ur-
spriinglichen, meist physikalischen Problem.

Konkret werden nun festgelegt:

a) Modelle im engeren Sinn: Modelle (Software), die ein Werkzeug fiir die Simulation
bestimmter Aufgaben liefern, werden demzufolge als Simulationswerkzeug (Tool)
bezeichnet. Sie stellen die Modellierung und die mathematische Losung des Prob-
lems zur Verfiigung.

b) Modelle im weiteren Sinn: Anwendung eines Werkzeuges auf konkrete Fragestellun-
gen mit realen Daten, kurz Simulationsmodelle. Die Resultate liefern die Vorausset-
zung fiir die Interpretation des betrachteten Modells.

Der Zusatz ,,Simulation* weist jeweils auf die direkte Beziehung zur Anwendung hin. Im Fall a) ist
zumindest teilweise Programmierarbeit erforderlich, fiir b) ist die Bereitstellung von Daten und
diversen Anweisungen (z. B. grafische Ausgabe am Ende eines definierten Zeitpunktes etc.) ausrei-
chend. Fiir eine konkrete Fragestellung konnen demzufolge diverse Entscheidungsebenen postuliert
werden:

a) es ist bereits eine Software vorhanden

Simulationskonzept Seite 120



b) es steht eine Software (Computercode) zur Verfiigung, die an die gegebenen Bedingungen
anpassbar ist

c) es bleibt als einzige Alternative die komplette Erstellung eines Programms (Software) von der
Umsetzung der mathematisch/physikalischen Grundlagen bis hin zur eigentlichen Anwendung
(Simulationsmodell

Unabhéngig davon, auf welcher Ebene mit der Modellerstellung begonnen wird, ist die Kenntnis
der mathematischen/physikalischen Grundlagen zur Interpretation der Ergebnisse eine wesentliche
Voraussetzung fiir die Modellanwendung. Nur dadurch kdnnen Fehler richtig eingeordnet werden.

Durch die Modellierung sind wir in der Lage, die Konsequenzen der menschlichen Interventionen
aufzuzeigen, wobei prinzipiell kein Unterschied zwischen vergangenen und zukiinftigen Handlun-
gen besteht. Durch die Verwendung eines numerischen Modells fungieren die Zahlen als
Ausdrucksmittel der physikalischen Gesetze [ABBOTT, 1990], die sich im konkreten Fall auf die
Bewegung des Wassers im Boden und die damit verbundenen Prozesse (z. B. den Stofftransport)

beziehen.
Wirklichkeitl \
Abstrahierung der
Ao T ——— 4« Wirklichkeit
ptierung athematisches Mode

0 \ Umsetzung
Simulator (Programmcode) '
~

Simulation
A Test Parameter

Verifikation

Grafiken

@"“SW@ > [ Dokument]

Abbildung 4-1:  Modellentwicklung

4.1.1 Simulationswerkzeug

Die Erstellung eines naturwissenschaftlich-technischen Simulationswerkzeuges erfolgt, entspre-
chend der vorangestellten Komponenten der Problemldsung, mehr oder weniger nach dem gleichen
Schema. Der erste Schritt ist die Entwicklung eines die Problemstellung beschreibenden mathemati-
schen Modells (z. B. das Aufstellen einer Differentialgleichung, eines Gleichungssystems oder all-
gemein die Einfilhrung mathematischer Ausdriicke). Die Umsetzung des mathematischen Modells
in ein Simulationsprogramm kann mit Hilfe unterschiedlicher Methoden realisiert werden; dieser
Schritt ist meist durch sehr umfangreiche Programmierarbeit gekennzeichnet. Fiir die praktische
Anwendung unumgénglich ist die Verifikation durch Simulationsldufe mit geeigneten Testparame-

Simulationskonzept Seite 121



tern. Am Ende steht hoffentlich ein Benutzerwerkzeug zur Verfligung. Die grafische Dokumenta-
tion ist nicht nur fiir das fertige Simulationswerkzeug von Bedeutung, sondern auch ein nicht mehr
wegzudenkender Bestandteil der Programmerstellung.

Die Verwendung des Ausdruckes ,,Programmierarbeit weist auf die klassische Methode der
Erstellung eines Computerprogramms in einer der gidngigen Programmiersprachen (BASIC,
PASCAL, FORTRAN, C etc.) hin. Stindig an Bedeutung gewinnen die sogenannten hoheren Pro-
grammiersprachen (HPL = higher programming language), wie ACSL, MATHEMATICA, MAT-
LAB, SIMULINK, SIMUL R etc., die Werkzeuge zur Erstellung von Werkzeugen darstellen. Die
HPLs konnen somit der anfangs postulierten Entscheidungsebene b) zugeordnet werden. Vielfach
wird damit geworben, dass keine Programmierarbeit mehr notwendig ist. Die Programmierarbeit im
eigentlichen Sinn tritt sicher zuriick, doch muss darauf verwiesen werden, dass auch die Erstellung
von Befehlsstrukturen, Kommandozeilen, Verkniipfungen usw. nicht ohne die Aneignung von spe-
zifischen Fertigkeiten vor sich geht. Mit anderen Worten, es muss wie jedes Werkzeug auch eine
hohere Programmiersprache erlernt werden.

Partielle Differentialgleichungen sind das ”Stiefkind” der hoheren Simulationssprachen. Sie kdnnen
in den meisten HPLs nur nach Umwandlung in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen
gelost werden. Allerdings erlauben nur bestimmte partielle Differentialgleichungen eine derartige
Umwandlung, wofiir die sogenannten Linienmethoden eingesetzt werden konnen [BREITEN-
ECKER et al., 1993]. Es muf} darauf hingewiesen werden, dass bei Anwendungen von Routinen zur
Losung partieller Differentialgleichungen die Kontrolle der Ergebnisse schwieriger ist als bei
gewoOhnlichen Differentialgleichungen [RATTAY, 1994].

Zum Begriff der kontinuierlichen Simulation ist anzumerken, dass dieser zwar mit der Beobachtung
unseres natiirlichen Umfeldes iibereinstimmt, da die meisten in der Natur vorkommenden Prozesse
kontinuierlich sind, d. h. im Raum und zu jedem Zeitpunkt definiert und messbar. Die Arbeitsweise
eines Computers ist jedoch diskret, so dass dementsprechend physikalische Vorgidnge nur diskret
nachgebildet werden konnen. Sind aber die Zeitschritte klein genug wéhlbar und ist die Wiedergabe
(z. B. auf einem Monitor) so rasch, dass ein zeitlich kontinuierlicher Bildeindruck entsteht, so wird
vielfach der Begriff des kontinuierlichen Systems beibehalten [BOSSEL, 1992]. Spielt die rdumli-
che Verteilung fiir die Dynamik eines Systems keine Rolle, z.B. wenn der Druck in einem
geschlossenen Gasbehélter an jeder Stelle als gleich gro3 angenommen werden kann, so ist ein
raumdiskretes System gegeben. Ist die Verteilung von SystemgroBen im Raum und deren rdumliche
Dynamik fiir die Simulation von essentieller Bedeutung, z. B. bei der Grundwasserstromung, ist
eine kontinuierliche Betrachtung angebracht.

Diskrete Systeme fithren zu gewohnlichen Differentialgleichungen. Sind die maBigeblichen physi-
kalischen GroBen kontinuierlich verteilt, entstehen partielle Differentialgleichungen. Man kann sol-
che Systeme auch als Systeme mit unendlich vielen Freiheitsgraden auffassen [GROSS et al.,
1993]. Die partiellen Differentialgleichungen konnen wiederum mit diskreten Verfahren geldst
werden.

Gedanken zur Simulationsanwendung

Im Leitfaden fiir Simulationsbeniitzer in der Fertigung [BREITENECKER, 1988] sind die folgen-
den Gedanken, die durchaus auch fiir Simulationen im weiteren Sinn Bedeutung haben, unter dem

Titel ,,Was Sie sich merken sollten* zusammengefasst:
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— Rechnergestiitzte Simulationsuntersuchungen bieten die Moglichkeit einer richtigen Dimensio-
nierung und Steuerung der Produktionsmittel

- Simulation ist kein Ersatz fiir Planung

— Das Modell ist ein vereinfachtes Abbild der Realitdt

— Die Zusammenarbeit zwischen Planer und Simulationsexperten bestimmt den Erfolg

— Die Validierung ist immer notwendig, um die Qualitit der Simulationsergebnisse zu liberpriifen

- Experimentieren bedeutet nicht probieren

— Graphik allein ist noch kein Ergebnis; Simulation ist kein Videospiel

—  Funktionalitit I4sst sich nicht ,,hinsimulieren®

— Hinreichend simuliert ist oft ausreichend simuliert

—  Der Appetit kommt beim Essen

4.1.2 Numerische Methoden

Mit Hilfe eines Systems von partiellen Differentialgleichungen und den zugehdrigen Rahmenbedin-
gungen ist ein mathematisches Modell fiir den Stofftransport definiert. Die Rahmenbedingungen le-
en die Geometrie, Systemparameter, die Randbedingungen und bei instationdren Stromungsvor-
gingen auch die Anfangsbedingungen fest.

Bevor die das Problem beschreibende mathematische Formulierung geldst werden kann, muss die
Methodik festgelegt werden. Entsprechend dem Ablaufschema der Modellentwicklung besteht zwi-
schen dem den Strdmungsvorgang beschreibenden mathematischen Modell und der Umsetzung in
einen Programmcode eine sehr enge Verbindung.

Fiir die Umsetzung sind folgende Schritte erforderlich:

a) Aufstellung der mathematischen Gleichungen

b) Falls keine analytische Losung der Gleichungen moglich ist, Umwandlung in eine numerisch
l6sbare Form; z. B. Aufstellung eines Gleichungssystems

c) Bestimmung des Losungsalgorithmus

d) Wahl von Routinen fiir die Darstellung der Ergebnisse

Da analytische Losungen im allgemeinen auf spezielle Probleme beschrinkt sind, miissen meist
numerische Methoden verwendet werden. Fiir eindimensionale Problemstellungen werden rdumli-
che Stiitzstellen und bei instationdren Aufgaben eine Zeitinkrementierung festgelegt. Bei zwei- und
dreidimensionalen Aufgaben geschieht die rdumliche Diskretisierung in Form eines Gitternetzes,
das iiber das betrachtete Gebiet gelegt wird. Das Resultat ist jeweils ein Gleichungssystem, d. h.
jedem Stiitzpunkt, in Raum und Zeit, ist eine spezifische Gleichung zugeordnet, die diesen mit den
Nachbarpunkten in Beziehung setzt. Das lineare Gleichungssystem kann in Matrixform dargestellt
werden als [GREENKORN, 1983]
[A4] [x] = [B].

A....... Koeffizientenmatrix

X Losungsvektor

B...... rechte Seite

Traditionell sind die zwei gebrauchlichsten numerischen Ansétze die Methode der finiten Differen-
zen (FDM) und die Methode der finiten Elemente (FEM). Eine Einflihrung in diese Berechnungs-
verfahren geben unter anderem PRICKETT [1975] und WANG und ANDERSON [1982]. Die Lite-
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ratur zu diesem Thema ist eng an den Fortschritt der elektronischen Datenverarbeitung gebunden.
Die rasante Entwicklung der EDV in den letzten Jahrzehnten fiihrte zu einem dementsprechend
umfangreichen Bibliotheksbestand. Fiir die FDM seien exemplarisch zur Vertiefung die Biicher von
KITCHING et al. [1975], RUSHTON und REDSHAW [1979], SHYY [1994] und fiir die FEM die
Standardwerke von ZIENKIEWICZ [1977] sowie PINDER und GRAY [1977] empfohlen. Zahlrei-
che Vergleiche der beiden Methoden wurden von DAVIS im Jahre 1975 publiziert (zitiert von
RUSHTON und REDSHAW [1979]). Etwas spiter wurde als dritte Methode die Boundary integral
equation method (BEM) [LIGGETT, 1977] entwickelt.

Wird nun die FDM betrachtet, so ist deren Zweck der Ersatz eines Differentialoperators durch einen
Differenzenoperator, d.h. kontinuierliche Verteilungen werden durch diskrete Stiitzstellenwerte
beschrieben. Ebenso wird die Zeit in diskrete Schritte geteilt. Durch Sorgfalt konnen die daraus
resultierenden Fehler vernachléssigbar klein gehalten werden [RUSHTON und REDSHAW, 1979].
Variable Parameter und zeitabhingige Einfliisse sind leicht integrierbar. Fiir die FDM existieren
zahlreiche Losungsansitze [VERWEY, 1988], die mehr oder weniger schwer aufzustellen sind.

Fiir die Feststellung der Tauglichkeit eines Schemas sind verschiedene Kriterien ausschlaggebend
[SHYY, 1994]. Diese Kriterien betreffen:

a) Den formalen Zusammenhang des Differenzenoperators mit dem Differentialoperator, ausge-
driickt durch die Konsistenz und die Konvergenz.
Konsistenz: Der Differenzenoperator geht fiir Ax — 0 in den Differentialoperator iiber.

of _ o JGHA) - ) )

ox 4x—0 Ax

Konvergenz: Der Finite-Differenzen-Ansatz ndhert sich der exakten Differentialgleichung im
Grenzwert fiir x — 0 an.

b) Die Stabilitit, d. h. die Frage, ob die Losung fiir 1 — oo einen Grenzwert hat; wobei ¢ entweder
die physikalische Zeit (Anfangswertproblem) oder die Anzahl der bendtigten Iterationsschritte
(Randwertaufgabe) représentiert.

c) Die Genauigkeit, nicht zuletzt in Hinblick auf den erforderlichen Rechenaufwand. Die Genau-
igkeit wird oft in Abhingigkeit von den Diskretisierungselementen (z. B. Ax, Ay, Af) als Gro-
Benordnung O (Ax, Af) definiert.

Die wesentliche Idee der Finite-Elemente-Methode beruht darauf, anstelle eines Naherungsverfah-
rens flir das gesamte Gebiet Néherungsansitze zu wihlen, von denen die Losung nur in Teilberei-
chen abhingig ist. Ublicherweise berechnet man bei der FEM zunichst die zu einem Element geho-
rigen Matrizen. Diese baut man dann so zu einem globalen Gleichungssystem zusammen, dass die
Kompatibilitit (geometrische Vertrdglichkeit) tiber ein Element hinaus gewéhrleistet ist. Die Vor-
gehensweise ist im folgenden Ablauf zusammengestellt [GROSS et al., 1993]:

- Wahl von Ansatzfunktionen, die den Stetigkeitsanforderungen der Variationsaufgabe fiir ein
Element gentigen

— Berechnung der zum Problem gehdrenden Matrizen mit den gewéhlten Ansétzen

— Zusammenbau der Matrizen unter Beachtung der Kompatibilitét

— Losung des Gleichungssystems
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Die ersten beiden Punkte hiangen direkt mit der Problemstellung zusammen. Die folgenden Punkte
konnen vollstindig von der speziellen Problemstellung getrennt werden und sind daher in von der
Aufgabenstellung unabhidngigen Programmteilen realisierbar.

Aus dem vorhin Gesagten folgt, dass wie bei der FD-Methode auch bei der FE-Methode das zu
untersuchende Stromungsgebiet rdumlich und bei Bedarf zeitlich diskretisiert wird. Die dabei
entstehenden Teilgebiete, die Elemente, konnen im ebenen Fall Dreiecke oder Vierecke sein. Auch
krummlinige Rénder kénnen vorgesehen werden. Die Begrenzungslinien der Elemente bilden das
Elementnetz. In den Schnittpunkten der Begrenzungslinien, bei bestimmten Elementtypen auch in
zusitzlichen (Rand)punkten, befinden sich die Knoten, die einen oder mehrere Freiheitsgrade auf-
weisen (z. B. den Potenzialwert selbst, dessen Ableitung in x- oder y-Richtung usw.). Diesen sind
die Stiitzwerte zuzuordnen, die letztlich die gesuchte Losung bilden und z. B. im zweidimensionalen
Fall eine Oberfldche aufspannen.

Die den Stromungsvorgang beschreibende Gleichung wird durch eine bekannte Funktion angeni-
hert. Diese Néherungsfunktion stellt eine endliche Reihe dar, deren n knotenbezogene Einzelglieder
Produkte aus einem Parameter und einer Ansatzfunktion sind. Die Parameter entsprechen dabei den
Stiitzwerten. Sie sind so zu bestimmen, dass die beherrschende Gleichung und die Randbedingun-
gen moglichst gut eingehalten werden bzw. dass die iiber das ganze Gebiet aufsummierten,
gewichteten Fehler moglichst klein werden. Je nach Vereinbarung — ob Abweichungen von der
beherrschenden Gleichung, von den Randbedingungen oder von beiden auftreten diirfen — spricht
man von der Gebietsmethode (der die meisten FEM-Versionen zuzuordnen sind), der Randmethode
(hierzu zéhlt in erster Linie die “Boundary integral equation method” BEM) oder der gemischten
Methode. An mathematischen Prozessen, die die Naherungsfunktion im weiteren Sinne (oder ganz
allgemein die numerische Losung) den mafigebenden Gleichungen anpassen, seien das Raleigh-
Ritz-Verfahren, die Methode der gewichteten Residuen und die Methode der kleinsten Quadrate
genannt. Am meisten wird die Methode der gewichteten Residuen in Form des Verfahrens nach
GALERKIN verwendet. Bei diesem dienen die Ansatzfunktionen auch als Gewichtungsfunktionen
[KAMMERER, 1994]. Die Groenordnung ist durch die Summe der Residuen der einzelnen Teil-
gebiete festgelegt. Der allgemeinste Ansatz bei der Methode der gewichteten Residuen mit Abwei-
chungen nur im Gebiet Q lautet

[R-Gd2=0 4-2)
Q

wobei R fiir das Residuum und G fiir die Gewichtungsfunktion gesetzt wird. Das Residuum ist die
Differenz des Sollwertes vom Istwert (Ndherungsfunktionswert eingesetzt) der Differentialglei-
chung in einem beliebigen Punkt. Die Gewichtungsfunktion G ist — beim Galerkin-Verfahren
ebenso wie die Ansatzfunktion R — eine Linearkombination aus einzelnen Ansatzfunktionen, die
jeweils nur im Umgebungsbereich — dem sogenannten Patch - eines Knotens von Null verschiedene
Werte aufweisen. Es ergibt sich daher ein System von n Gleichungen in der Form

[R-G; d2 =0 firi=1,2,3,...n¢ (4-3)
Q

R; ist hierbei die Residuumsfunktion fiir den Knoten i und G; die zugehorige Gewichtungsfunktion.
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4.1.3 Festlegung der Diskretisierung (Netzgenerierung)

Die automatische Erstellung des Gitternetzes, d. h. der koordinativen Festlegung der Stiitzstellen, ist
oft der zeitaufwendigste Teil der Programmierarbeit. Daher empfiehlt sich wo immer moglich, vor
allem aber bei sehr unregelmifigen Netzen, der Einbau von sogenannten Netzgeneratoren bzw.
Netzgestaltungsroutinen. Jede Methode bevorzugt ihre eigene Netzgestaltung. Entsprechend der
Methodenvielfalt beschiftigen sich mit diesem Thema sehr viele Autoren. Eine detaillierte mathe-
matische Beschreibung der Netzgenerierung geben unter anderem KNUPP und STEINBERG
[1993]. Eine Einfiihrung der Netzgenerierung fiir die Methode der finiten Elemente wurde anschau-
lich fiir in der Praxis vorkommende Stromungsprobleme von NINOMIYA und ONISHI [1991]
zusammengestellt. Fiir Berechnungen der Stromung durch ein poréses Medium kann vielfach mit
einfachen quadratischen oder rechteckigen Netzen mit gleichen oder ungleichen Abstinden das
Auslangen gefunden werden. Bei der Methode der finiten Elemente werden wegen der einfachen
Form bevorzugt Dreiecksnetze gewéihlt. Diese ermdglichen bereits eine bessere Anpassung an
krummlinige Berandungen. Ahnliche Verbesserungen konnen durch eine quadrilineare Netz-
generierung erreicht werden. Die grofBite Flexibilitit wird durch beliebige Vierecke mit quadra-
tischen oder kubischen Seiten erreicht. Der Aufwand an Entwicklungsarbeit einerseits und die
bendtigte Rechenkapazitit andererseits steigen dadurch betrdchtlich. Zusétzlich koénnen kompli-
zierte Indizierungen ein erhohtes Fehlerrisiko bedeuten. Fiir die Verbesserung der Rechenleistung
ist die Moglichkeit der Netzverdichtung von besonderer Wichtigkeit; d.h. Bereiche mit grof3en
Anderungen (z.B. in der Potenzialverteilung) erfordern einen kleineren Rasterabstand als jene mit
geringen. Die Nachbearbeitung von Netzen ist bei vielen Netzgeneratoren eine wesentliche
Funktion.

Bei der ”"Boundary integral equation method” wird von der Berandung ausgegangen. Die Werte im
Inneren wirken nicht auf den eigentlichen Losungsablauf ein. In vielen Anwendungsféllen geniigt
es jedoch nicht, nur die Randwerte zu kennen, und es ist dann auch bei dieser Methode eine Diskre-
tisierung liber das ganze Gebiet notwendig.

. blockzentriert . gitterzentriert
J Gitterlinien J
. P T A jt+1
+ 5
o) A -E
& 4 &— ©
i-1t Lj i+1
O O] o R B
i—1 ij i+1
& &
j-1 i
C} 1 O Zelle
= ®  Knoten
i
Nachbarpunkte

Abbildung 4-2:  block- und gitterzentrierte Netze
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Durch die rdumliche Form des Gitternetzes ist die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems fest-
gelegt, die rechte Seite durch vorgegebene bekannte Werte. Der Losungsvektor kann je nach der
gewihlten Netzgenerierung entweder block- oder gitterzentriert zugeordnet sein.

Die Wahl der Art des Gitters hiangt von den Randbedingungen ab. Gitterzentrierte Netze werden
bevorzugt, wenn Potenzialpunkte an der Berandung gegeben sind, blockzentrierte hingegen wenn
der Fluss an der Berandung bekannt ist. Praktisch betrachtet sind die Unterschiede bei der Netzge-
staltung nicht von vorrangiger Bedeutung [WANG und ANDERSON, 1982].

4.2 Wasserbewegung

Wihrend in der Geohydraulik dreidimensionale Stromungsprobleme hédufig mit ausreichender Ge-
nauigkeit in zweidimensional-ebene, zweidimensional-vertikale oder zweidimensional-rotations-
symmetrische Probleme iibergefiihrt werden konnen, iberwiegen in der Bodenphysik die eindimen-
sional-vertikalen Stromungsprobleme. In der Geohydraulik wird die ungesittigte Bodenzone
zumeist vernachldssigt und die Durchldssigkeit als konstant betrachtet. In der Bodenphysik ergeben
sich hingegen wegen der Abhdngigkeit des kapillaren Leitvermdgens von der Wasserspannung bzw.
dem Wassergehalt nichtlineare partielle Differentialgleichungen, bei denen eine eindimensionale
Betrachtung mathematisch gesehen eine erhebliche Ersparnis bedeutet. Die allgemeine Formulie-
rung der Wasserbewegung in der Bodenphysik schliet geohydraulische Stromungsprobleme
grundsitzlich mit ein, doch ist die Modellierung bzw. der Grad der Vereinfachung der physikali-
schen Zusammenhénge selbst innerhalb der Bodenphysik von Anwendungsfall zu Anwendungsfall
bzw. Gruppen von Anwendungsfillen sehr verschieden.

Je nachdem ob die wesentlichen Stromungsparameter als zeitlich konstant angesehen werden kon-
nen oder nicht, ist zwischen den mathematisch unterschiedlich zu behandelnden Randwert- und An-
fangswertproblemen zu unterscheiden:

Bei den Randwertproblemen sind die Randbedingungen entlang der Stromungsgebietsbegrenzung
gegeben; gesucht ist eine Losung fiir alle inneren Punkte. Die Randbedingungen und damit die Ver-
hiltnisse im Inneren dndern sich zeitlich nicht (stationdres Problem).

Bei den Anfangswertproblemen sind die Anfangswerte (fiir alle Knotenpunkte) zu einem be-
stimmten Zeitpunkt bekannt; gesucht ist der zeitliche Losungsverlauf im Inneren unter Verwendung
der zeitlich variierenden Randbedingungen des Stromungsgebietes (instationdres Problem). Oft
sind auch die Anfangswerte nicht bekannt; sie miissen dann durch die Losung eines zu definieren-
den Randwertproblems bestimmt werden.

Aus der Zusammenfiigung der eindimensionalen Kontinuitdtsgleichung und der Gleichung von
DARCY fiir den ungesittigten Boden folgt die sogenannte Richards-Gleichung:

00 0 OH
—=—k(0)— |- 0OS(z,¢
or GZ{()&} 05(=.1)
00 0 oh
—=—k(0)| —+1]||-0S(z,¢t -
oder ot 82{ ( )(82 ﬂ 0 (Z ) (4-4)
[0] =m’m > Wasseranteil
[H] =m Gesamtpotenzial (ausgedriickt als Potenzialhdhe)
[A] =m Druckpotenzial

Simulationskonzept Seite 127



[k(0)] =m's kapillares Leitvermogen

[7] =8 Zeit
[z] =m Tiefe
[0S] =5 Quellen/Senkenterm
o dg

Durch die Einfiihrung der Bodenwasserkapazitit  |C(0)= anl (4-5)
die nichts anderes als die Neigung der Bodenwassercharakteristik € (%) ist (bzw. 1/(dA/d6)), folgt
weiters: ahC(G)—g[k(H) OH} QS(z t)

0 0z 0z

oh 0 oh

—C(0 k(0)-| —+1]|-0S(z,t -

oder (o) 2 ko) F]|-osteo @6)

Die beiden Variablen @ und 4 sind zeit- und ortsabhéngig, es steht jedoch vorderhand nur eine Glei-
chung zur Verfiigung. Fiir (horizontale) Infiltrationsprobleme in einem homogenen Boden und mit
einem iiber die Tiefe konstanten Anfangswassergehalt ist es von Vorteil, das Druckpotenzial zu eli-
minieren. Das kann dadurch geldst werden, indem die Wasserkapazitit und das kapillare Leitver-
mogen zur Bodenwasserdiffusivitdt D (0) zusammengefasst werden [OR und WRAITH, 1997a].
Dieser Vorgang soll nun an der einfachsten Form der Richards-Gleichung Form fiir die horizontale

06 _i Oh )
5_ ox {k(h) 6x} @7

gezeigt werden. Zu diesem Zweck wird die Anderung des Potenzials mit dem Weg 0h/0x durch die

Wasserbewegung

Anwendung der Kettenregel umgeformt zu

oh_dn 20
ox df ox
Fiir den Fluss in der eckigen Klammer der Gleichung 4-7 ergibt sich
dh 00
k(h ——k h)y-—-—
(h)- (h)- 0 7
oder wegen Gleichung 4-5 k(h) 6_h = L) %
ox C(0) ox

k (h(0)) wird nun als k (0) aufgefasst und die Bodenwasserdiffusivitiit als Quotient aus dem kapilla-
ren Leitvermdgen und der Wasserkapazitit definiert

k(0)
D(O)=—— -
(0) ) (4-8)
dh
oder D) =k(0)-— (4-9)
do
Die Ausgangsgleichung 4-7 lautet somit in diffusiver Form:
00 0 00
Z = |D(e)= }
ot Ox{ () 6x} (4-10)
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Die stromungsbestimmende Grof3e ist in dieser Gleichung der Gradient des Wasseranteils, und nicht
wie physikalisch definiert der Potenzialunterschied.

Beachte: Auf dem Wasseranteil aufbauende Gleichungen sollten nur bei horizontaler Wasserbewe-
gung in homogenen Bdden angewendet werden (unter Vernachldssigung der Hysteresis).
Das Druckpotenzial weist auch im geschichteten Boden einen stetigen Verlauf auf, aber das
Wasseranteilsprofil zeigt an den Schichtgrenzen eine Unstetigkeit, sodass an diesen Stellen
der Gradient der Wasseranteilsfunktion nicht gebildet werden kann.

Im Bereich eines geschlossenen Kapillarsaumes sowie in dem nach unten hin anschlieBenden
Grundwasserbereich herrscht Vollsittigung vor und somit keine Anderung des Wassergehal-
tes mit der Tiefe. In diesem Bereich ist die Wasseranteil-Matrixpotenzial-Kurve keine um-
kehrbar eindeutige Beziehung und damit streng genommen gar keine Funktion; dem Wasser-
gehalt 6, kann kein eindeutiges Matrix- bzw. hydrostatisches Potenzial aus dem Bereich
zwischen einem nahezu beliebig groflen, positiven hydrostatisches Potenzial im Grundwasser-
bereich und dem Lufteintrittspunkt zugeordnet werden. Es kann daher durch die Wasserge-
haltsmessung allein weder ausgesagt werden, ob sich der Messpunkt im geschlossenen Kapil-
larsaum oder im Grundwasserbereich befindet, noch kann zwei Messpunkten mit 6; ein
eindeutiger Gradient zugeordnet werden. Modellgemil3 kann also sowohl ein erheblicher
Fluss abwirts als auch aufwirts oder auch Stillstand vorliegen; allerdings liefert eine genauere
Betrachtung der rdumlich-zeitlichen Wassergehaltsverteilung oft eindeutige Hinweise iiber
den Fluss im geséttigten Bereich. Rein mathematisch versagt die Differenzialgleichung im
geschlossenen Kapillarsaum und im anschlieBenden Grundwasserbereich. Abhilfe kann fiir
den geschlossenen Kapillarsaum durch die Annahme erreicht werden, dass die Wasseranteil-
Matrixpotenzial-Beziehung (van-Genuchten-Funktion anstelle Brooks und Corey) auch in
diesem Bereich nicht vertikal verlauft bzw. dass bereits geringste Wasserspannungen zu einer
Untersattigung fiithren.

Unter bestimmten Umsténden, insbesondere wenn der Gravitationseinfluss verhéltnisméBig
klein in Bezug zum Matrixeinfluss ist, kann der vorhin beschriebene Ansatz trotz der genann-
ten Nachteile verwendet werden (z. B. bei Infiltration im trockenen Boden, Evaporation von
der Bodenoberfliche).

Eine analytische Losung der Diffusionsgleichung ist fiir bestimmte Randbedingungen mit Hilfe der
Boltzmann-Substitution moglich (sieche Anhang ab Seite 203).

4.2.1 Diskretisierung der Stromungsgleichung

Die numerische Losung eines Stromungsproblems durch den Ubergang von Differentialen zu Diffe-
renzen bzw. durch die FD-Methode soll konkret anhand der folgenden Gleichung erldutert werden.
Eine generelle Beschreibung der Stromung durch ein geséttigtes, anisotropes pordses Medium lautet
[BUSCH et al., 1993]:

0 0 0 0 0 0 0
a(kxx-gfjjta—y(kyy-gf}ra(kz -£)+QS=ALS-5? (4-11)
ke, kyyy Koz Komponenten des Durchlassigkeitsbeiwert-Tensors in x-, y- und z-Richtung
7/ Standrohrspiegelhdhe
0S Quelle oder Senke pro Volumseinheit; bei Einstromung ist OS positiv (+), bei
Ausstromung negativ (—)
s e spezifischer Speicherkoeffizient; Anmerkung: s ~ u/D
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................ Speicherkoeffizient
................ Schichtstérke

Nb}

Die Gleichung beschreibt den Stromungsvorgang fiir instationdre Bedingungen in einem heteroge-
nen und anisotropen Medium unter der Voraussetzung, dass die Hauptachsen des Durchléssigkeits-
beiwert-Tensors mit den Koordinatenachsen libereinstimmen. Im allgemeinen sind u, k., &y, k.- und
QS ortsabhingige GroBen. Der Quellen-/Senkenterm ist hiufig zusétzlich zeitabhidngig. Anzumer-
ken ist weiters, dass auch die Stoffparameter x und &y, vor allem als Folge biologischer und boden-
mechanischer Prozesse einer Zeitabhingigkeit unterliegen kénnen.

Entsprechend der Methode der finiten Differenzen muss die obige Gleichung durch eine Differen-
zengleichung ersetzt werden. Ein formaler Weg ist die direkte Aufstellung von Differenzenoperato-
ren [BEAR und VERRUIJT, 1994]. Dazu stehen mehrere Mdglichkeiten zur Auswahl:

OF Fx+Ax,y)— F(x,y)

Vorwdrtsdifferenz o Ax (4-12)
oF F —F(x—Ax
Riickwdrtsdifferenz o (x, ) Ax(x ) (4-13)
OF F(x+Ax/2,y)—F(x—Ax/2
Zentraldifferenz o (x .Y) A (x .Y) (4-14)

Die zweite Ableitung der Zentraldifferenz wird z. B. folgendermalien gebildet:
O°F _F(xtAv.y) = 2F(x,y) + F(x—Ar.y)

o~ (Ax)’
. . ) O'F Fin,—2F ;+F
oder in Indexschreibweise P ( Ax)z

Wird nun die Standrohrspiegelhdhe ¢ gleich der Funktion F gesetzt, so folgt unmittelbar fiir die
i?N G =24t G
ox~ "~

Zentraldifferenz in x-Richtung (Ax)’ . (4-15)
Wird weiters die Ableitung der Funktion ¢ nach der Zeit als Riickwértsdifferenz gebildet —

QQ N ?in _ ?in—l

o~ At

so stehen alle notwendigen Differenzenoperatoren zur Beschreibung der zeitlichen und der rdum-
lichen Anderung (in x-Richtung) der Standrohrspiegelhdhe zur Verfiigung.

0 &
Die partielle Differentialgleichung s 5? =k- a? +1 (4-16)
kann demnach néherungsweise durch eine Differenzengleichung der Form
n n—1 n n n
i — i il — 2 +
ﬂs'¢ Afj =k-¢+1 (Af)z fis +1 (4-17)

ersetzt werden. Die Riickwértsdifferenz wird fiir die Zeitdiskretisierung wegen der immer vorhan-
denen numerischen Stabilitdt bevorzugt, obwohl dies die simultane Losung des Gleichungssystems
bedingt. Fehler (Oszillationen) werden im zeitlichen Verlauf gedimpft. Die anderen vorgestellten
Moglichkeiten konnen zu numerischen Instabilititen fiihren, d. h. im Verlauf der Simulation stellt
sich ein anwachsender Fehler ein.
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Beispiel 4-1:  Diskretisierung der Richards-Gleichung (QS = 0)

1) Diskretisierung des Stromungs- t A le— Az |
gebietes (Az = konstant, At=
konstant) und Festlegung des
Differenzenoperators.

Gewahlt: Vorwartsdifferenz  in
der Zeit (n — n+ 1), Zentraldiffe- [
renznachdemOrt (i-1 — i+ 1)

Indizierung in der z-t-Ebene, Dif-
ferenzenoperator

rn+2

i

(i-1,n | (i,n) (i+1,n)

> Z
n-1 =
Zi_q Z; Ziw1

Abbildung 4-3: Vorwarts- und Zentraldifferenzen-Operator

2. Aufstellung der Differenzengleichung

efnﬂ_ein_i n hi'«7+1_hin+1 k" h,.”—h,.”71+1
At Az| T Az Y

Die so gewonnene Gleichung ist eine Naherung der urspringlichen Differentialglei-
chung. Fur die Beschreibung des kapillaren Leitvermdgens (k (6)-Funktion) wurde
eine explizite Linearisierung eingefuhrt. Die einzige verbleibende unbekannte GroRe
ist der Wasseranteil 6*". Werden alle bekannten GroRen auf eine Seite gebracht,
kann der Wasseranteil am Ende eines Zeitschritts direkt aus den zeitlich vorherge-
gangenen Werten berechnet werden.

ein+1 =%|: irlvz[hiﬂA_ h,‘ +1j_k,'n_1/2{hi gh,ﬁ +1jj|+91n
V4 V4 V4

Das Vorwartsdifferenzenschema ist einfach zu programmieren, es neigt jedoch vor
allem bei grof3en Zeitschritten zu Instabilitaten.

Beispiel 4-2:  Variable Rastereinteilung, vollstandige Richards-Gleichung
Im Programm SWATRE (Soil Water Actual Transpiration Rate) [FEDDES und
KOOPMANS, 1995] erfolgt die Naherung der zeitlichen Ableitung durch eine Ruck-
wartsdifferenz

n n+1 n Atn n h;i+1 - I’,inJr‘I n At” n hin+1 - hir:r1 n nan
C,' (h, _h,' ):E ki—1/2 1A—z +ki—1/2 _A_zi ki—1/2 A—z11 +ki+1/2 — At s/

1 u

Die Funktionen fir k und C wurden wieder linearisiert.
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I

the2 e unbekannte Werte

s bekannte Werte

(i-1,n+1){(i,n+1) | (i+1,n+1) ° geschatzte Werte

rn+1

T
Al‘n
(i,n) %
ty y ¢—a—
( At
\

i—1/2,n) (i+1/2,n)
i n-1

] & & i & > 7
n_
Zj_1 Zj Zj+1

Abbildung 4-4: Ruckwartsdifferenzenschema

Beispiel 4-3:  Gewichtetes Schema (LEACHM, Leaching Estimation and Chemistry
Model)

Das Profil wird Uber die Tiefe z in horizontale Segmente und die Zeit t in gleiche
Schritte geteilt.

Die Aufstellung des Gleichungssystems unter Beachtung der Anfangs- und der
Randbedingungen erfolgt nach dem impliziten Schema von CRANK-NICOLSON
[1947]. Dieses Schema arbeitet mit einer Gewichtung von 1/2 fur die Naherung der
zweiten Ableitung:

h! — h,.'H) B 1 [ ks (Il’in—;1 +hy+2Az, — " —hf )/AZ1

co)y . ( ' = . ! _Qs"2
At Az,+ Az, | k702 (b +h) + 24z, - T - b)) [ Az,

i i+1

t A = Az le—Az,—| e unbekannte Werte

m bekannte Werte

o gewichtete Werte
” I 1
> L Ar
n—1 CAJC::-— JL

i+
i—=1 =120 i+1/2 j+1
Abbildung 4-5:  Crank-Nicolson-Schema

Y
N

Die generelle Losung der Zeitableitung, ohne von vornherein eine Methode zu spezifizieren, kann
durch eine schrittweise Integration erfolgen. Die Werte am Ende eines Zeitschrittes werden aus den
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Anfangswerten berechnet. Die neuen Werte sind dann die Anfangswerte fiir den nichsten Zeit-
schritt usw. [BEAR und VERRUIT, 1994].

Die Integration der Ausgangsgleichung 4-6 von ¢ = 0 nach ¢ = Atz ergibt

h'—h° 0 Oh
C(l)=—|k(0)] —+1||-0S(z,t 4-18
0= 2| ko) L] o5t @18)
h . Wert am Ende eines Zeitschritts
h Anfangswert

Es wird angenommen, dass der Mittelwert 4 fiir ein bestimmtes Zeitintervall Az durch eine Funktion
aus dem Anfangswert und dem Endwert ausgedriickt werden kann — genauer gesagt durch eine Li-

nearkombination von Anfangs- (4°) und Endwert (% ") —, verbunden mit einer Gewichtung &:

h=¢h’+(1—¢)h’ (4-19)
h o Mittelwert fiir das Zeitintervall A¢ (theoretisch gleich dem Integral iiber Az divi-
diert durch A¢)
E e Interpolationsparameter, Gewichtungskoeffizient; 0<e<l1

=0  Rickwirtsdifferenz: /4 =h"(Wert am Ende des Zeitschrittes)
e=1  vorwirts fiir die Zeit: &= h° (Wert am Anfang des Zeitschrittes)
e¢=1/2 Zentraldifferenz: fiihrt zum Crank-Nicolson-Verfahren

Fiir viele praktische Félle sind die instationdren Vorginge von langsam fallender Natur. Deshalb
sollte der Mittelwert zum Endwert gewichtet sein, d. h. ¢ < 1/2 gewéhlt werden.

Durch Umformung der Gleichung 4-19 zu

l-¢
und anschlieBendem Einsetzen in die Gleichung 4-18 folgt als Ergebnis der Integration iiber den
Zeitschritt

h—h° 0 Oh
o) _g{k(e)-(gﬂﬂ_gs(m
Durch die Integration wurde die Zeitableitung eliminiert und eine Beziehung erstellt, die den Mit-
telwert als reprisentative Grofle enthdlt. Die Ortsableitungen kénnen wie vorhin in eine Differen-
zenform umgewandelt werden oder durch die Methode der finiten Elemente beschrieben werden.

4.2.2 Anfangs- und Randbedingungen

Anfangsbedingungen miissen fiir jeden Knotenpunkt fiir den Zeitpunkt =0 festgelegt werden.
Entweder ist der Potenzialwert selbst bekannt — bei eindimensionaler Betrachtung gilt in diesem
Fall die Zuordnung h(z,t=0)=h, —,

oder der Wasseranteil 0(z,t=0)=0,.

Der Potenzialwert wird dann durch die Bodenwassercharakteristik 2 = f(0) fixiert. Wenn die Hyste-
resis vernachléssigt werden kann und kein geschlossener Kapillarsaum vorliegt, ist die Angabe des
Wasseranteiles gleichwertig.

Zur Festlegung der Randbedingungen in der z--Ebene kann zwischen drei Arten unterschieden
werden [FEDDES und KOOPMANS, 1995]:

a)  Dirichlet-Bedingung: entweder Angabe des
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Potenzialwertes: 4 (z=0,¢) =h,

h(z=L,t)=h, oder des
Wasseranteiles: 0(z=0,7) =0,

O0(z=L,t)=0,
fiir den oberen (0; z=0) und/oder unteren Rand (u;z=L).

b)  Neumann-Bedingung: Obwohl die Neumann-Bedingung streng genommen die Angabe eines
bestimmten Gradienten durch die Berandung (Ableitung des Potenzialfeldes) bedeutet
[McCORD, 1991], wird der Begriff haufig auch zur Spezifikation des Flusses, also des Pro-
duktes aus dem Gradienten und dem Leitvermogen verwendet [SIMUNEK et al., 1999]:

q(t)=—k(h)- (Z—ﬁ + 1)

Ein undurchldssiger Rand wird z. B. durch einen Sonderfall der Neumann-Bedingung, ndm-
lich durch eine Randstromlinie mit g = 0 festgelegt.

c)  Cauchy- oder gemischte Bedingung: Kombination von a) und b). Der Fluss durch die Beran-
dung ist keine Konstante wie bei der Neumann-Bedingung, sondern eine Funktion des Rand-
potenzials oder auch anderer Gréfen; er kann z. B. proportional zum Randpotenzial sein:

q (1) =Ah(t)
Die drei genannten Randbedingungen konnen auch in einer einzigen Gleichung
Ah(t)+Bq(t)=C,
zusammengefasst werden, wobei sich je nach der Wahl der Koeffizienten 4, B und C eine der drei

Bedingungen ergibt [BUSCH et al., 1993].

Obere Berandung

Der im allgemeinen zeitlich verénderliche Fluss ¢ durch die obere Berandung kann positiv (Ein-
stromung; z.B. Infiltration bei einem Niederschlagsereignis) oder negativ (Ausstromung; z.B.
Evapotranspiration) sein.

Die potentielle Evapotranspirationsrate ET, ist nur von den Pflanzen und den atmosphérischen Be-
dingungen abhdngig. Der aktuelle Fluss durch die Oberflidche (Evaporation) und der Pflanzenwas-
serverbrauch (Transpiration) bzw. die aktuelle Evapotranspirationsrate £7, sind durch das Wasser-
transportvermdgen des Bodens begrenzt.

Wenn wihrend eines Niederschlages oder einer Bewésserung die Aufnahmefdhigkeit des Bodens
iiberschritten wird, wird entweder ein Teil des Wasserdargebotes als Oberflichenabfluss abflieBen
und damit nicht infiltrieren, oder es kommt zu einem Uberstau. Die Infiltrationsrate q hingt sehr
wesentlich vom Anfangswassergehalt ab.

Es ist in Anbetracht dieser Umstdnde offensichtlich nicht moglich, die Randbedingung a priori zu
definieren. Die folgenden Bedingungen miissen jedoch erfiillt sein (unter der vereinfachenden
Annahme, dass der gesamte Wasserentzug durch die Pflanzenwurzeln an der Geldndeoberfldche
erfolgt):

|q(z=0,0)|<|ET,(z=0,1)]

|q(z:0,t)|=‘—k(h)-(g—h+l)‘
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o bei Niederschlag: h(z=0,1)<0 (oder 8(z=0,7) < 6y)

O o, Wasseranteil bei Sattigung
o bei Verdunstung: h(z=0,6)> N
/TR minimales Potenzial bei Trockenheit

J Unter der Annahme, dass das Druckpotenzial an der Oberfldche im Gleichgewicht mit dem
aktuellen Dampfdruck in der Atmosphére steht, kann %; durch Umformung der Bezie-

hung 1-12
p =BT 2 (4-20)
gM  ps
[R] =Jmol "K' universelle (molare) Gaskonstante; R = 8,314510 J-mol "K'
[7] =K Temperatur
[¢] =ms" Fallbeschleunigung

[M] = kg'mOF1 molare Masse; fiir Wasserdampf: M =2x1,008 + 15,999 = 18,015
[p/ps] =dim.los relative Luftfeuchte

ermittelt werden. Das Druckpotenzial wird entsprechend den vorgegeben Bedingungen durch
h<h<0 begrenzt.

o Im Fall eines Uberstaues ist es iiblich, die Uberstauhdhe als zeitabhingige GroBe anzugeben:
h(z=0,1)=h,(?)

Untere Berandung

Eine Dirichlet-Bedingung wird verwendet, wenn ein freier Grundwasserspiegel (4 = 0) vorliegt. Be-
findet sich der Grundwasserspiegel in so grofer Tiefe, dass sein Einfluss auf den Wasserhaushalt
nahezu vernachléssigbar ist, wird die Wasserbewegung im Bodenprofil zumeist nur bis unterhalb
der unteren Grenze der Wurzelzone oder bis zu jener Tiefe simuliert, in der die Bodenwasserbewe-
gung kaum mehr vom Niederschlags- und Verdunstungsgeschehen beeinflusst wird. Haufig wird
dann fiir den unteren Rand der Fluss ¢ als gegeben bzw. konstant betrachtet. McCORD [1991] weist
darauf hin, dass diese Spezifikation nicht als Neumann-Bedingung bezeichnet werden sollte; allein
schon deshalb, weil ndmlich eine echte Neumann-Bedingung, d. h. die Spezifikation des Gradien-
ten, bei tief liegendem Grundwasserspiegel im allgemeinen bessere Ergebnisse liefert. Wahrend zur
Spezifikation des Flusses zumeist ein Schitzwert herangezogen werden muf3, folgt aus der Neu-
mann-Bedingung konsequenterweise nur, dass sich die Wasserspannung an der unteren Berandung
mit der Tiefe nicht dndert und das Druckpotenzial /# konstant ist — 0h/0z (f) = 0 und der Gradient
des Gesamtpotenzials H betrdgt dann auf Grund des Gradienten des Schwerkraftpotenzials gleich
Eins: 0H/0z (t) = 1. Im Gegensatz zum zeitlich konstant gesetzten Druckpotenzialgradient kann sich
das aus der Simulation ergebende Druckpotenzial und damit auch das kapillare Leitvermdégen
durchaus zeitlich dndern (wenn auch zumeist nur geringfiigig). Daraus folgt aber auch, dass der
Fluss nicht konstant sein muf3. Diese Modellierung der unteren Berandung ermoglicht daher unter-
schiedliche Flussraten auf Grund variabler Verhéltnisse an der Oberfliche (Niederschlag und Ver-
dunstung), hingegen erzwingt die Spezifikation eines konstanten Flusses eine Umverteilung des
Bodenwassers, die in der Natur nicht stattfindet.

Eine Neumann-Bedingung wird auch bei einer undurchldssigen Schicht angewandt. Ein Sonderfall
ist der freie Ausfluss, der z. B. bei vielen Lysimetern gegeben ist. Wenn ein Ausfluss (Sickerwasser)
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gegen die freie Atmosphére vorhanden ist bzw. aus der Simulation resultiert, ist die untere Randbe-
dingung eine Dirichlet-Bedingung mit # = 0. Wiirde sich hingegen ein fallendes Potenzial nach
oben bzw. eine Einstromung ergeben, die bei den Sickerwasser-Lysimetern konstruktionsbedingt
nicht auftreten kann, wird dies durch eine Neumann-Bedingung mit 0H/0z = 0 und daraus folgend
q = 0 verhindert. Mochte man gemessene Sickerwasserraten als Randbedingung fiir die Simulation
beniitzen, ist der Fluss bzw. eine unechte Neumann-Bedingung zu spezifizieren.

Gemischte Bedingungen werden verwendet, wenn Grundwassermodelle mit dem ungesattigten Be-
reich gekoppelt werden.

4.2.3 Beispiele fiir die Modellierung der Wasserbewegung und der Randbedingungen

Betrachtet man den zweidimensionalen isothermalen Darcy-Fluss von Wasser in einem variabel ge-
sattigten festen Porenmedium und nimmt man an, dass die Luftphase fiir den FlieBprozess der
fliissigen Phase nur eine unbedeutende Rolle spielt, so ist die beschreibende Flieigleichung fiir
diese Bedingungen durch die folgende modifizierte Form der Richards-Gleichung gegeben
[SIMUNEK et al., 1994]

%:i{K(Kf‘ %+Kf‘j}—5, (4-21)
ot Ox, Y ox, -

[0] =dim.los Wasseranteil; besitzt die Dimension L*-L™

[A] =m Druckhohe; Dimension: L

[S] =s" Senkenterm; Dimension: T~

[x] =m rdumliche Koordinaten, i = 1, ...2; Dimension: L

[7] =5 Zeit; Dimension: T

K71 =dim.los Komponente des dimensionslosen Anisotropie-Tensors K

ij p P
Fiir isotrope Medien reduziert sich der Anisotropie-Tensor K auf die Diagonal-
eintrdge, die gleich Eins sind, alle anderen Elemente betragen Null.

[K] =ms' Funktion des (ungesittigten) kapillaren Leitvermdgens (Dimension L-T™"), gege-
ben durch K(h,x,z)=K;(x,z) K, (h,x,z)

[K;] =dim.los relatives kapillares Leitvermogen

K] = m-s ! Durchlassigkeitsbeiwert; Dimension: LT

Falls die Gleichung 4-21 fiir den ebenen Fluss eines Vertikalschnittes verwendet wird, ist x; = x die
Horizontalkomponente und x, =z die Vertikalkomponente, deren positive Richtung nach oben
weist. Die Gleichung unterscheidet sich dann nicht von den bereits bekannten Formen der Richards-
Gleichung.

Die Gegebenheiten an einem Vertikalprofil in der Natur kdnnen auf unterschiedlichste Weise mo-
delliert werden. Fiir den oberen Rand kann man im einfachsten Fall annehmen, dass die Evapora-
tion und der gesamte Pflanzenwasserentzug nicht iiber die gesamte Wurzeltiefe, sondern nur an der
Bodenoberfldche vor sich geht. Folglich ist dann der Fluss zu spezifizieren, der entweder dem
gemessenen Niederschlag N oder der aktuellen Verdunstung ET, entspricht. Fiir die praktisch nicht
messbare aktuelle Evapotranspiration wird zumeist die in Relation zur Bodenwasserspannung
abgeminderte potentielle Evapotranspiration herangezogen. Der Senkenterm S in der Richards-
Gleichung ist Null.

Fiir eine genauere Modellierung mufl man beriicksichtigen, dass das Bodenwasser von den Pflan-
zenwurzeln in unterschiedlichen Tiefen aufgenommen wird. Der Senkenterm représentiert dann das
in einer Volumseinheit Boden pro Zeiteinheit infolge der Wasseraufnahme von Pflanzen entzogene
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Wasservolumen. Geht man von der potenziellen Evapotranspiration E£7), aus, so mu3 man vorerst
eine Annahme iiber den Wasserentzug iiber die Wurzeltiefe treffen. FEDDES et al. [1978] nahmen
an, dass in jeder Tiefe etwa gleich viel Wasser aufgenommen wird und die maximale
Wurzelwasseraufnahme, gleichbedeutend mit dem Senkenterm S,,,;, daher

o BT,
POl Wurzeltiefe

betréigt.

Wurzeltiefe
A A /

z z

Abbildung 4-6:  Mit der Tiefe konstante (links) und lineare (rechts) Wurzelwasseraufnahme bei
potentieller Verdunstung [FEDDES und KOOPMANS, 1995]

Neuere Untersuchungen belegen, dass der Grofiteil des von der Pflanze fiir die potentielle Transpi-
ration bendtigten Bodenwassers im oberflichennahen Bereich aufgenommen wird und nur ein ge-
ringer an der Untergrenze der Wurzelzone. Diesem Umstand tridgt ein linearer Ansatz fiir die Ver-
teilung des Wasserentzuges tiber die Wurzeltiefe Rechnung, bei dem S,,,; nicht mehr konstant, son-
dern eine Funktion der Tiefe ist (siche Abbildung 4-6):

S,u(2) = 2 1= z
pet Wurzeltiefe Wurzeltiefe )

Bekanntlich entspricht die aktuelle Verdunstung ET, nur bei optimaler Wasserversorgung der po-
tentiellen. FEDDES et al. [1978] fiihren an, dass die Abminderung der Wasseraufnahme in einer be-
stimmten Tiefe als eine Funktion der Bodenwasserspannung gesehen werden kann

S (h) = a(h)Spor, (4-22)

wobei der Abminderungsfaktor a(4) eine dimensionslose Funktion der Wasserspannung ist
(0 <a<1),die das Verhéltnis der Wasseraufnahme bei einer bestimmten Wasserspannung zur oben
definierten maximalen Wasseraufnahme S,,,(z) ausdriickt. Da die Wasserspannung zumeist nicht
konstant mit der Tiefe ist, ergeben sich unterschiedliche a-Werte fiir die einzelnen Tiefen, die mit
Spo: (z) multipliziert und iiber die Wurzeltiefe integriert die aktuelle Evapotranspiration E7, ergeben.
FEDDES und KOOPMANS [1995] erwéhnen fiir die Funktion a (4) zwei Modelle. Das Charakteri-
stikum des ersten, das von FEDDES et al. [1978] stammt, ist diec Annahme, dass dic Wasserauf-
nahme bei anndhernder Vollsittigung (unterhalb eines ideellen Grenzpunktes fiir ausreichenden
Gasaustausch £;) Null betrdgt; erst dariiber nimmt sie linear mit der Wasserspannung zu, um wei-
ters mit dem Wert £, ein Maximum zu erreichen, das bis zum Wert /3 beibehalten wird; dariiber
nimmt die Wasseraufnahme linear ab, bis sie schlieBlich mit /44 (entspricht in etwa dem Welke-
punkt) vollstdndig zum Erliegen kommt. Das Problem dieses Modells besteht darin, dass fiir die
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Werte 4, bis hy4 fiir die vorhandene Kulturpflanze bekannt sein miissen (siche Tabelle 4-1) und dass
die Funktion Knickstellen bzw. Unstetigkeitsstellen in der ersten Ableitung aufweist.

Sink term variable «
~ 1.0

-1 -1
Tp=1mmd Tp=5mmd

e

- 0.8

— 0.6

- 0.4

— 0.2

< o
h4 h3 h3 h, h

2
Abbildung 4-7:  Modell fiir den Abminderungsfaktor o (%) [FEDDES et al., 1978]

1

Tabelle 4-1:  Parameterwerte fiir die Funktion des Abminderungsfaktors a bei der Wasserauf-
nahme fiir einige Kulturpflanzen (4 in cm WS) [FEDDES et al., 1978]

Pflanze hy (cm WS) | Ay (cm WS) | A3 hoch (cm WS) | 23 niedrig (cm WS) | A4 (cm WS)
Tomaten —-10 —25 =320 —600 —16000
Zuckerriibe —-10 —25 =320 —600 —16000
Weizen 0 -1 =500 =900 —16000
Weidegras =10 =30 —325 —800 —8000
Korn —15 =30 -325 —600 —8000

Ein zweites Modell fiir den Abminderungsfaktor o (#) hat van GENUCHTEN [1987] publiziert:

a(h) = % (4-23)
1+ —
hSO
D e e empirische Konstante; fiir viele Pflanzen kann ndherungsweise p = 3 gesetzt

werden
.................. jener Wasserspannungswert, bei dem die Verdunstungsrate genau die Hilfte der
maximalen oder potentiellen Evapotranspiration ausmacht
Dieses Modell impliziert, dass die maximale Wasseraufnahme bei Vollsittigung (genauer gesagt bei
h = 0) erreicht wird und von diesem Wert kontinuierlich abnimmt, den Wert Null jedoch erst im
Unendlichen erreicht. Lasst sich {iber die Eignung der Beziehung aus agrarhydrologischer Sicht
streiten, so weist sie mathematisch zwei eindeutige Vorziige auf: Sie bendtigt nur zwei Parameter,
wobei die Grofle von einem der beiden (p) noch dazu fiir viele Kulturpflanzen gleich ist. AuBerdem
ist die Kurve fiir 0 < 4 < oo glatt und muss daher nicht in Teilbereiche untergliedert werden.
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Abbildung 4-8:  Modell fiir den Abminderungsfaktor o (%) von van GENUCHTEN |[zit. in
FEDDES und KOOPMANS, 1995]

Als Beispiel fiir die Implementierung des unteren Randes sei die Modellierung im Programm
CHAIN_ 2D [SIMUNEK und van GENUCHTEN, 1994] erwihnt. Mit dem Programm kann an und
fiir sich ein zweidimensionaler Stofftransport simuliert werden, doch eignet es sich insbesondere fiir

Laborsdulenversuche bzw. Durchbruchskurven und verfiigt dementsprechend iiber verschiedene
Moglichkeiten der Spezifikation der unteren Randbedingung. Es kann (iibrigens auf der gesamten
Berandung) unter drei konstanten Randbedingungen — vorgegebene Druckhohe 4 (Dirichlet-Bedin-
gung), undurchléssiger Rand mit ¢ = 0 (ein Anfangswert fiir # muf3 dann ebenfalls gesetzt werden)
und vorgegebener Fluss (mit zusétzlicher Angabe von /() — und drei variablen Randbedingungen —
freie Atmosphére (mit zusétzlicher Angabe von hy), zeitlich variable Hohe /4 und zeitlich variabler
Fluss ¢ (mit zusétzlicher Angabe von hg) — gewidhlt werden. Dariiber hinaus wird beim Anwen-
dungsfall ,,Deep Drainage der variable Fluss in Abhingigkeit von der Tiefe des Grundwasserspie-
gels vorgegeben, bei ,,Free Drainage™ wird der Fluss ebenfalls variabel gehalten und der Einheits-
gradient durch eine echte Neumann-Bedingung erzwungen und schlieBlich wird bei ,,Drains* der
Eintrittsverlust in das Drianrohr durch eine Anpassung der k-Werte der an den Eintrittséffnungen
situierten finiten Elemente implementiert.

Beispiel 4-4:  Kapillare Wassernachlieferung von einem seichten Grundwasserspiegel
an die Bodenoberflache

Gesucht ist die kapillare Wassernachlieferung vom seichten Grundwasserspiegel an
die unbewachsene Oberflache eines Sandbodens

Bei groRerer horizontaler Ausdehnung des Bodens mit annahernd konstantem Flur-
abstand kann das Stromungsproblem mit einem eindimensional-vertikalen Ansatz
behandelt werden. Die Richards-Gleichung in entsprechender Form lautet (Glei-

chung 4-4) %f:a—i{k(e)(g—gHﬂ—QS(z,t).

Nachdem fur den Gradienten der SchwerkraftpotenzialhOhe +1 gesetzt wurde, ist die
z-Achse nach oben hin orientiert.
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Damit der Ausdruck in der eckigen Klammer auch der Richtung nach dem Fluss ent-
spricht, wird die Gleichung geringfligig umgeformt zu

el (1] s

Zur Erklarung der Vorzeichen sei angenommen, dass die Anderung des Gesamt-
potenzials mit z negativ ist bzw. die Gesamtpotenzialhdhe mit der Hohe z fallt. Dann
muss dh/oz < —1 sein; die Druckpotenzialhdhe h sinkt bzw. die Wasserspannung |h|
steigt mit z. Negativer Gesamtpotenzialhéhengradient mal negativ genommenen
(positiven) k-Wert ergibt einen positiven Wert fur den Fluss q, der definitionsgemafn
vom hoéheren Potenzial zum niedrigeren stattfindet und damit gemaly der obigen
Annahme in z-Richtung. Dem Fluss wird somit das richtige, positive Vorzeichen
zugewiesen. Wenn nun der Fluss mit z zunimmt (dg/dz > 0), dann stromt in das von
dz gebildete Kontrollvolumen weniger ein als aus, der Wassergehalt sinkt: 06/dt < 0.
Die Ableitung des Flusses mit z dg/dz ist daher negativ zu nehmen, um die Wasser-
gehaltsanderung korrekt wiederzugeben.

Nachdem im unbewachsenen Boden Zu- oder Abstrébmungen einzig durch den obe-
ren oder unteren Rand erfolgen bzw. Wasservolumen innerhalb des Profils weder
verschwinden noch hinzutreten kann, ist der Quellen/Senkenterm Null. Nimmt man
weiters an, dass sich die Randbedingungen zeitlich nicht andern, stellt sich friher
oder spater der Stationarzustand im Boden ein; der Wassergehalt andert sich mit der
Zeit nicht: i{—k(e)(@ﬂﬂ =0.
0z 0z

Bei negativem Druck- oder Tensiometerpotenzial h kann das kapillare Leitvermdgen
auch als Funktion des Druckpotenzials betrachtet werden, das im geschlossenen
Kapillarsaum konstant ist und dem Durchlassigkeitsbeiwert entspricht und dartber
mit zunehmender Wasserspannung rasch abnimmt. Die einzige verbleibende Unbe-
kannte ist dann das Druckpotenzial h(z), die lediglich von der unabhangigen Orts-
variable z abhangt. Man erhalt also als mafR3gebliche Differentialgleichung

%[-k(h)-(j—’;mﬂ - 0.

Das Integral Uber die Ortsvariable z liefert

-[d_dz[_k(h)(%ﬂﬂ dz = [0 dz
{_k(h).(%mﬂw =0

oder —k(h)-(j—hH] = —C.
z

Nachdem die linke Seite der Gleichung dem Fluss entspricht, benennen wird die
negativ genommene Integrationskonstante C mit q (C = —q):

—k(h)-(%ﬂ] =q (4-24)
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Bei stationaren Verhaltnissen, mathematisch ausgedriickt durch die Bedingung
d0 (z, t)/ot = 0, und dem Fehlen jeglicher Quellen und Senken ist der Fluss also kon-
stant und daher in allen Hoéhen z und zu jedem Zeitpunkt ¢ gleich: q(z,t) = q.

Nach diversen Umformungen %H =9
dz k(h)
dh _ —q—kih)
dz k(h)
und der Variablentrennung =K 4p = gz
q+k(h)
kann integriert werden j —k(h) -dh = Idz.
q+k(h)

Wenn man nun wissen will, in welcher Héhe z Uber dem Grundwasserspiegel ein
bestimmtes Druckpotenzial h auftritt, legt man die Vergleichsebene bzw. das Null-
niveau fur z am besten auf die Hohe des freien Grundwasserspiegels. Dann betragt
die untere Integrationsgrenze fur h definitionsgemald 0 flr den freien Grundwasser-
spiegel und h fur die obere Grenze, wahrend die untere Grenze fur z dann ebenfalls
Null betragt und die obere z zu ermitteln ist. Wir erhalten also

j 1-d j KO)_ g
09t k(h)
© —k(h)
jq K (4-25)
Weil K _ _—kih)  q*kih) a9 gilt, kdnnen wir auch schreiben

q+kih) q+k(h) q+k(h) q+k(h)

h

z=| 9 __.4n - h.
2 Gt k(h)

Ist generell die Druckpotenzialhdhe hynen an der Unterkante einer Schicht mit der
Schichtmachtigkeit Az bekannt und méchte man die Druckhéhe an der Oberkante
wissen, wenn stationarer Fluss mit der Grol3e g vorliegt, dann ist das Integral

hoben —k(h) ‘

q +k(h)

Az =
h,

unten

numerisch nach hgpen zU 16sen.

Nachdem q = -k (h)-[dh/dz+ 1] gesetzt wurde, findet positiver Fluss in z-Richtung
bzw. nach oben, negativer hingegen nach unten statt. Soll also ein Fluss nach unten
(Versickerung) untersucht werden, hat g ein negatives Vorzeichen zu besitzen, eine
kapillare Aufstiegsrate g hingegen ein positives.

Um Gleichung 4-25 fur einen Sandboden 16sen zu kdnnen, mul® die Beziehung k (h)
bekannt sein. Verfugt man Uber keinerlei Erhebungen der Eigenschaften des
Bodens, bleibt nur die Wahl von Richtwerten fur einen Sandboden, die man z. B. aus
Bodendatenbanken wie der UNSODA-Database [LEIJ etal.,, 1996] oder der
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HYPRES-Datenbank [WOSTEN et al., 1999] erhalten kann. Nachdem Parameter-
werte fur bestimmte Boden flir Modelle des kapillaren Leitvermdgens seltener ver-
fugbar sind als fir die Riuckhaltekurve, empfiehlt es sich, ein Modell fir die Rickhal-
tekurve zu wahlen und das kapillare Leitvermdgen durch ein Modell zu beschreiben,
das auf der Rlckhaltekurve beruht. Aus den im Kapitel 2.7 angefihrten Modellen
werden zwei ausgewahlt, die bereits detailliert vorgestellt worden sind, die leicht mit-
einander kombiniert werden kdonnen und flir die mittlerweile auch umfangreiches
Datenmaterial zu den Parameterwerten vorliegt: die van-Genuchten-Funktion und
das Mualem-Modell. Unter der Einschrankung m=1-1/n gilt die in Kapitel 2.6.2
gefundene Beziehung 2-50 flr das relative kapillare Leitvermogen

{1—(0-/’))“_1 -(1"‘(0-/’))”)1/”_1}2
e ny ]

aus der man bei bekanntem Durchlassigkeitsbeiwert ks die Funktion k(h) = ks k. (h)
aufstellen kann:

k,(h) =

{1 —(a- h)n—1 .(1 +(a- h)n)1/n_1i|2
[1 +(a- h)q e |

Damit erhalt man fur Gleichung 4-25
1/ n—1
{1—(a-h)n_1-(1+(a-h)n) ’ }

[1+(a-h)n}(1_1/n)ﬂ
|:1_(a.h)n—1 .(1+(a.h)n)1/n—1:|
ooy

Diese Gleichung kann analytisch nicht geldst werden. Fur die Integration ist daher
ein numerisches Verfahren heranzuziehen. Die untenstehende Ldsung wurde auf
zwei Arten mit praktisch gleichen Ergebnissen erzielt: mit dem Programm MATHCAD
und mit einer FORTRAN-Routine, fur die ein adaptives Quadraturverfahren (Routine
,dgags” samt Hilfsroutinen) aus dem frei verfligbaren Programmpaket QUADPACK
gewahlt wurde (zu finden in der ebenfalls frei zuganglichen Programmbibliothek
NETLIB unter http://www.netlib.org/).

Die oben zitierten Bodendatenbanken enthalten detaillierte Messergebnisse von ein-
zelnen Bodenproben, z.B. von einzelnen Punkten der Bodenwassercharakteristik,
geben aber keine durchschnittlichen Parameter flr bestimmte Bodenarten an. Solche
wurden hingegen von CARSEL und PARRISH [1988] flr 12 verschiedene amerikani-
sche Bodenarten veroffentlicht. Aus 246 verschiedenen Bodenproben der Bodenart
Sand haben sie folgende Mittelwerte erhalten:

2

-dh.

2

q+ksat '
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6,= 0,045, 6, = 0,43, a=0,145cm™", n = 2,68 und ks = 712,8 cm/d. Die Untersuchung
von CARSEL und PARRISH beschrankte sich auf die Retentionskurve und enthalt
demgemal keine durchschnittlichen Werte flr den Parameter A bzw. n im Mualem-
Modell fur das relative kapillare Leitvermdgen. Es wird daher wie Ublich A =0,5
angenommen.

Im ersten Graphen werden vier Aufstiegsraten, und zwar g = 0,1 cm/d, g = 0,4 cm/d,
g =0,7cm/d und g =1,0cm/d untersucht und die Profile z(h) ermittelt. Dabei stellt
sich die Frage, welcher Maximalwert fir h gewahlt werden soll. Der permanente Wel-
kepunkt wird zumeist mit h=-15bar bzw. —15000 cm angenommen, doch treten
infolge der relativen Luftfeuchtigkeit in der Atmospharenluft wesentlich héhere Was-
serspannungen im Boden auf. Eine GréRenordnung verschafft die Abbildung 1-17.
Demnach entsprechen z. B. 93 % relative Luftfeuchtigkeit rund 100 bar Wasserspan-
nung, 50 % gut 900 bar. Wir wahlen vorerst |hmax| = 15 bar bzw. 15000 cm. Es liegt
auf der Hand, dass z nicht proportional mit —h zunehmen wird. Wahrend im Bereich
des geschlossenen Kapillarsaumes die Durchlassigkeit konstant ist, daher auch der
Gradient konstant ist und h mit z proportional zunehmen muss, nimmt k (h) im unge-
sattigten Bereich mit |h| stark ab, weshalb der Gradient immer groRer werden muss
und Az mit konstantem A(-h) immer kleiner werden muss. Wir teilen daher das Inter-
vall =10° < h < 0 nicht mit gleichen Abstinden auf, sondern mit logarithmischen.

Die Berechnung sowohl mit dem FORTRAN-Programm als auch mit MATHCAD er-
gibt fir g = 0,1 cm/d und h = —=15000 cm einen Wert fur z von 25,6 cm. Trotz der loga-
rithmischen Teilung liegt mehr als die Halfte aller z (h)-Werte Uber 25,0 cm; dieser
Wert wird bereits bei einer Wasserspannung von h =37 cm erreicht! Infolge des
geringen kapillaren Leitvermdgens bewirkt die Zunahme der Wasserspannung um
fast 1,5x10%cm also nicht einmal eine Zunahme um einen Zentimeter. Dieses ex-
treme Verhalten ist fir einen Sandboden typisch. Der Abstand des Grundwasser-
spiegels von der Gelandeoberflache ist demnach relativ unabhangig vom minimalen
Gesamtpotenzial (bzw. der relativen Luftfeuchtigkeit), das an der Oberflache
herrscht; bei einem gewunschten kapillaren Aufstieg von mindestens g = 1,0 mm/d
darf der Grundwasserspiegel hochstens 25 cm unter GOK liegen.

Auf der Abszisse im untenstehenden Graphen (Abbildung 4-9) wurde ebenfalls eine
logarithmische Teilung verwendet und deshalb die positive Wasserspannung anstelle
des negativen Druckpotenzials aufgetragen. Man sieht, dass sich z ab etwa
h =100 cm nicht mehr dndert und es daher sinnlos ist, z (h) auch fiir h = 10°cm oder
garh= 10° cm zu untersuchen.

Nachdem die Wasserspannung an der oberen Randbedingung kaum einen Einfluss
auf das Ergebnis hat, wird fur die nachste Zeichnung (Abbildung 4-10) hopen konstant
mit —1,5x10*cm (die Kurve fir hosen = 10° cm wére deckungsgleich) angenommen
und der Fluss g zwischen 0 (muss z = hgpen €rgeben) und 50 mm/d auf zwei Etappen
in gleichmafigen Schritten variiert.

Wasserbewegung Seite 143



30

N
o

Hoéhe z Uber Grundwasserspiegel (cm)

Sandboden

10 | —— g=1mm/d
— g=4mm/d
— g=7mm/d
— g=10mm/d
O T T T TTTTT]J T T T TTTTT] T T T TTTTT]J T T T TTTTT]
1 10 100 1000 10000
Wasserspannung |h| (cm)
Abbildung 4-9:  Beziehung z (|h|) fur einen Sandboden bei verschiedenen stationa-
ren Aufstiegsraten q
50

€ 45

&

LI— -

O ] - Sandboden -

> .

()] ]

QD 30

Q ]

o ]

8 25 +

7 .

@® _

2 20 4

© _l

c ]

2 15

o ]

2 101

-.(E _

g 5

< . . _

0 = T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

o

Kapillaraufstiegsrate q

(mm/d)

Abbildung 4-10: Kapillare Aufstiegsrate bei gegebenem Abstand des Grundwas-
serspiegels von der Gelandeoberflache fir einen Sandboden

(hoben = _1 5 bar)

Wasserbewegung

Seite 144



Zum Vergleich: fur einen Tonboden geben CARSEL und PARRISH [1988] folgende
Werte an: 6, = 0,068, 65 = 0,38, a =0,008cm™", n= 1,09 und ks = 4,8 cm/d; A = 1/2.

Obwohl beim Tonboden in der Abbildung 4-11 noch eine geringe Neigung der Kurve
z(h) fir |h| =15000cm erkennbar ist, sind die Zunahmen von z fiir |h| = 10°cm
minimal (von 62,43 auf 62,53cm fur g=1mm/d, von 22,17 auf 22,20cm fir
g =4 mm/d, von 13,90 auf 13,91 cm fur g = 7 mm/d und von 10,18 auf 10,19 cm fur
q = 10 mm/d). Fur die Achse in der Abbildung wurde deshalb ebenso wie beim Sand-
boden ein Bereich von 1 < |h| < 15000 cm gewahlt.

In der Abbildung 4-12 wurden die Werte fur h = —-15 bar eingetragen. Die Kurve flr
h =-1000 bar ware deckungsgleich.
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Abbildung 4-11: Beziehung z (|h|) fur einen Tonboden bei verschiedenen stationa-
ren Aufstiegsraten q
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Abbildung 4-12: Kapillare Aufstiegsrate bei gegebenem Abstand des Grundwas-
serspiegels von der Gelandeoberflache flr einen Tonboden
(hoben < —15 bar)

Zu beachten ist, dass die kapillare Aufstiegsrate sowohl durch die bodenphysikali-
schen ZustandsgrofRen (Lage des Grundwasserspiegels und kapillares Leitvermdgen
des Bodens) als auch durch die atmospharischen Bedingungen (potentielle
Evapotranspiration) begrenzt ist. Da hinsichtlich der Modellierung praktisch kein
Unterschied zwischen der kapillaren Wassernachlieferung in die Unterkante der
Wurzelzone und dem Aufstieg bis an die Gelandeoberflache besteht, Iasst sich aus
der Abbildung 4-10 oder der Abbildung 4-12 auch die Wassernachlieferung von ei-
nem seichten Grundwasserspiegel in die Unterkante der Wurzelzone ablesen, wenn
man anstelle des Abstandes bis zur Gelandeoberflache den Abstand vom Grund-
wasserspiegel bis zur Unterkante der Wurzelzone einsetzt. Als obere Randbedin-
gung (in der Unterkante der Wurzelzone) wird dabei hopen = —15 bar angenommen.
Die Arbeitsgruppe Boden [1996] definiert Ubrigens jenen Abstand des freien Grund-
wasserspiegels von der Gelandeoberflache als optimalen Flurabstand, bei dem sich
in der effektiven Durchwurzelungstiefe eine kapillare Wassernachlieferung von
5mm/d ergibt (Uber die anzusetzende Wasserspannung werden keine Aussagen
getroffen). Als Grenzflurabstand wird jener Abstand des freien Grundwasserspiegels
von der Gelandeoberflache bezeichnet, bei dem sich in der effektiven Durchwurze-
lungstiefe eine kapillare Wassernachlieferung von 0,3 mm/d bei einer Wasserspan-
nung von pF 4 bzw. 10 bar ergibt.
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5. STOFFTRANSPORT

5.1 Allgemeines

Physikalisch, chemisch oder biologisch bedingte Transport-, Speicher-, Austausch- und Umwand-
lungsprozesse von im Boden und Grundwasserbereich befindlichen Stoffen sowie Warmemengen
werden als Migrationsprozesse bezeichnet [LUCKNER und SCHESTAKOW, 1991]. Die einer
Migration unterliegenden Stoffe, die fest, fllissig oder gasformig sein konnen, werden Migranten
genannt.

Am Stofftransport im Boden konnen folgende Prozesse beteiligt sein:

Konvektion: Transport von Migranten infolge einer Stromung mit statistisch gemittelter Geschwin-
digkeit oder Durchflussrate. Es wird z. B. angenommen, dass sich alle im Bodenwasser befindlichen
Wassermolekiile und geldsten Substanzen in einem REV mit derselben Geschwindigkeit (der Grof3e
und der Richtung nach) bewegen. Auller bei nahezu stagnierendem Bodenwasser iiberwiegt der
konvektive Transport anteilsmidBig bei weitem. RAUSCH et al. [2002] bezeichnen nur die durch
Dichte- oder Temperaturunterschiede hervorgerufene Grundwasserstromung als konvektiven
Transport, wihrend die Bewegung des gelosten Stoffes mit der Abstandsgeschwindigkeit als
Advektion bezeichnet wird. Hierzu ist zu bemerken, dass die Konvektion in der Grundwasserstro-
mung kaum auftritt und die Unterscheidung dort kaum von Bedeutung ist — umso mehr hingegen in
der Aerodynamik. Die Begriffe Advektion und Konvektion werden hédufig nicht scharf getrennt
[RAUSCH et al., 2002].

hydrodynamische Dispersion: Bewegung der Migranten relativ zur konvektiven Bewegung der
Mischphase. Sie ist stark an die Konvektion gekoppelt und extrem mafstabsabhingig. Bewegt sich
die Mischphase nicht (keine Konvektion), tritt auch keine hydrodynamische Dispersion auf. Physi-
kalisch gesehen kann die hydrodynamische Dispersion verschiedene Ursachen haben. Auf mikro-
skopischer Ebene wiren insbesondere die Variabilitit der Stromungsgeschwindigkeit quer zur
Hauptstromungsrichtung (laminare Stromung!), unterschiedliche Poren- bzw. FlieBquerschnittsfli-
chen und damit verénderliche Strémungsgeschwindigkeit in Hauptstromungsrichtung, unterschied-
liche FlieBwege bzw. eine rdumlich variable Porenstruktur, transversale Ausbreitung infolge
Vereinigung und Verzweigung der Porenkanile (Winkel o* = 3° in der Abbildung 5-1 rechts) usw.
zu nennen [LUCKNER und SCHESTAKOW, 1991]. Auf makroskopischer Ebene ergibt sich eine
Dispersion z. B. durch rdumliche Inhomogenitdten wie geschichteter Boden, undurchlissige Inseln
u. dergl., dreidimensionalen Fluss (Stromlinien mit unterschiedlichen FlieBgeschwindigkeiten bei
der Zustromung zu einem Brunnen) usw..

Lkl & ’, -~
| (g, %
3 & 222 =672 X

&~ 2D

Abbildung 5-1:  Ursachen fiir die mikroskopische hydrodynamische Dispersion [LUCKNER und
SCHESTAKOW, 1991]

Stofftransport Seite 147



molekulare Diffusion: beruht hauptsiachlich auf der Brownschen Bewegung in Feststoffen, Fliissig-
keiten und Gasen, aber auch auf osmotischen Kriften, Warmediffusion und Elektroosmose (Anzie-
hungs- und AbstoBungskriften zwischen den Ionen und elektrisch geladenen Oberfldchen). In einer
in Ruhe befindlichen wiéssrigen Losung gehorcht die Diffusion dem Fickschen Gesetz, wonach der
Transport eines Stoffes proportional dem Konzentrationsgradienten ist [HILLEL, 1998]:

Jd: —Do'dc/dx. (5-1)
Ja diffusiver Transport in einer in Ruhe befindlichen wissrigen Losung
Dy stoffspezifischer Diffusionskoeffizient, Proportionalitatsfaktor zwischen dem
Konzentrationsgradienten und dem Fluss
dc/dx effektiver Konzentrationsgradient des betreffenden Stoffes

Im Bodenwasser geht die Diffusion allerdings wesentlich langsamer vor sich, weil

a) sie tatsdchlich nur in dem dem Wasseranteil 6 entsprechenden Teil der Querschnittsfliche
erfolgt und daher bezogen auf die Gesamtquerschnittsfliche viel weniger Stoffmasse transpor-
tiert wird und

b) der wahre Weg eines Teilchens wegen der Tortuositit ¢ der Poren deutlich ldnger ist als die
direkte Verbindung zwischen Anfangs- und Endpunkt.

Nach HILLEL [1998] betragt daher der effektive Diffusionskoeffizient Ds in der fliissigen Phase im

Boden Dg= Dy 6.
[Ds] = effektiver Diffusionskoeffizient; nimmt stark mit dem Wasseranteil ab
[7] =dim.los Tortuosititsfaktor; empirischer Parameter, der stets <1 ist, entspricht dem Ver-

hiltnis aus der direkten Verbindung des Anfangs- und des Endpunktes eines
diffundierenden Partikels und der tatsdchlichen Wegldnge (in den Poren). 7 ist
sowohl von der geometrischen Porenkonfiguration als auch vom Wasseranteil
abhingig
Zum Teil im Gegensatz zu den obigen, phdnomenologisch differenzierten Ausdriicken definieren
BEAR und VERRUIT [1994] Begriffe, die sich stirker an den beobachtbaren Auswirkungen und
an den Hauptstromungsrichtungen (longitudinal und transversal) orientieren. Sie erwéhnen ins-
besondere, dass die molekulare Diffusion (auf makroskopischer Ebene) im Gegensatz zur Disper-
sion auch dann stattfindet, wenn keine konvektive Bewegung der Mischphase vorhanden ist
(makroskopische Diffusion).
Liegt Konvektion vor, verstirkt die molekulare Diffusion auf mikroskopischer Ebene insbesondere
die transversale (siche Abbildung 5-2c¢!), also normal zur Hauptstromungsrichtung erfolgende Aus-
breitung eines Stoffes infolge unterschiedlicher ortlicher Geschwindigkeiten. Diese nach zwei un-
terschiedlichen Prinzipien (Dispersion und mikroskopische, durch die Dispersion bedingte Diffu-
sion) erfolgende Ausbreitung wird als mechanische Dispersion bezeichnet.
Unter dem Begriff ,,hydrodynamische Dispersion® subsumieren die beiden Autoren sowohl die ma-
kroskopische Diffusion als auch die mechanische Dispersion insbesondere deshalb, weil beide Pro-
zesse — vorhandene Konvektion vorausgesetzt — untrennbar miteinander verbunden sind und in der
Erscheinung kaum auseinandergehalten werden kdnnen.
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Abbildung 5-2:  Ausbreitung infolge mechanischer Dispersion [BEAR und VERRUIIT, 1994]

5.2 Modellierung

Obwohl im weiteren das von WAGENET und HUTSON [1989] im Programm LEACHM im-
plementierte Modellierungskonzept fiir den Stofftransport vorgestellt wird, ist der GroBteil der An-
sdtze nicht programmspezifisch, sondern in vielen Lehrbiichern — z. B. bei JURY et al. [1991] oder
HILLEL [1998] — zu finden und damit weit verbreitet.

WAGENET und HUTSON haben den Stofftransport im Boden Js den einzelnen Prozessen und
Phasen entsprechend in folgende Teilkomponenten gegliedert:

° Diffusion Jp; infolge eines Konzentrationsunterschiedes im Bodenwasser (L fiir liquid)
o Diffusion Jps  infolge eines Konzentrationsgradienten in der Bodenluft (G fiir gaseous)
o Konvektion J¢;, (Massenfluss) als Ergebnis der Wasserbewegung

. Konvektion Jog in der Dampfphase auf Grund von Druckunterschieden der Bodenluft

Die Summe aller Teilkomponenten ergibt den gesamten Transport:

|JS:JDL+JCL+JDG+JCGI (5-2)

Ein bestimmter Stoff kann sich in der fliissigen bzw. wéssrigen Phase (Bodenwasser), in der Gas-
phase (Bodenluft) oder in der adsorbierten Phase (an den Feststoffen angelagert) befinden, aber
auch zwischen den einzelnen Kompartimenten wechseln. Ob ein Phaseniibertritt erfolgt oder ein
Gleichgewicht herrscht, hingt von den Konzentrationen des betreffenden Stoffes in den einzelnen
Phasen ab, die also gegenseitig voneinander abhéngen. Infolgedessen konnen die einzelnen Trans-
portprozesse Jpr, Jcr, Jpe und Jeg nicht getrennt voneinander berechnet werden. Bevor mit der Mo-
dellierung der einzelnen Teilkomponenten begonnen werden kann gilt es daher vorerst, einen Zu-
sammenhang zwischen den Konzentrationen in den einzelnen Phasen zu finden.

Die gesamte, in der Bodenwasserldsung, in der adsorbierten Phase und in der Gasphase enthaltenen
Menge eines Stoffes ¢z pro m® Bodenvolumen betrigt

cr=p-cst0-cotngce (5-3)

[c7] =gm” (= mg-dm ) Gesamtmasse eines Stoffes pro Volumseinheit des Bodens
kg'm (Lagerungs-)Dichte des Feststoffes (mit Adsorptionsoberflichen)
[cs] =gkeg'  Konzentration des Stoffes in der adsorbierten Phase
dim.los Wasseranteil (= n))
g'm (= mg-dm ) Konzentration des Stoffes in der Bodenwasserlosung
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[n,] =dim.los gasgefiillter Porenanteil; n, = 6;— 6, wobei 6§, der Sittigungswasseranteil ist

[cl = g-m73 (= mg-dm%) Konzentration des Stoffes in der Gasphase

Beziiglich der Aufteilung eines Stoffes zwischen der adsorbierten Phase, der Bodenwasserlosung
und der Gasphase wird fiir Pestizide und Stickstoffkomponenten angenommen, dass sie einer linea-
ren Adsorptionsisotherme gehorchen, nach der die Konzentration des adsorbierten Stoffes (an der
Feststoffoberfldche) proportional zur Konzentration des betreffenden Stoffes in der Bodenwasserlo-

sung ist:

cs=Kycp (5-4)
[cs] =gkg'  Konzentration des Stoffes in der adsorbierten Phase
[c] = g-m73 (= mg-dm%) Konzentration des Stoffes in der Bodenwasserlosung

[K;] =m>kg ' Adsorptions- oder Verteilungskoeffizient, abhingig vom betrachteten Stoff,
eventuell auch vom Ort bzw. von der Tiefe im Boden

Es wird dariiber hinaus angenommen, dass die Ad- bzw. Desorption bei gednderter Konzentration

in der Bodenwasserlosung augenblicklich bzw. ohne Reaktionskinetik vor sich geht.

Fiir fliichtige Substanzen ist es notwendig, eine Beziehung zwischen den Konzentrationen in der
fliissigen Phase (c;) und der Gasphase (cg) herzustellen. In Anbetracht, dass das Verhéltnis fliis-
sig/gasformig durch das modifizierte Henry-Gesetz beschrieben werden kann, haben JURY et al.
[1983] folgenden funktionalen Zusammenhang vorgeschlagen
co =Ky cr, (5-5)

wobei KH* = cG*/cL* ist.
[Ky'] =dim.los modifizierte Henry-Konstante; deﬁniert*als das Verhiltnis zwischen der Dichte}k

des gesittigten Dampfes des Stoffes (c¢¢ ) und seiner Loslichkeit in Wasser (¢ )

[cc'] =kgm > Dichte des gesittigten Dampfes des betreffenden Stoffes
[c] = kg-mf3 Loslichkeit der Substanz in Wasser

Ersetzt man nun in der Gleichung 5-3 c¢g durch die Beziehung 5-4, ¢ mittels Gleichung 5-5 und n,
durch 6, — 6, erhélt man cr=p-Kqcp+0-c.+(0,—0) Ky -cL

bzw. ler=cr(pKi+ 0+ nsKe)| (5-6)

Fiir nichtfliichtige Substanzen sind Ky und cg Null.
Damit wurden alle Teilkonzentrationen auf die Konzentration in der Bodenwasserlosung bezogen
und die Gesamtkonzentration ist nur mehr von c; abhingig.

Mit der Modellierung der Teilkomponente Jp; des Gesamttransportes beginnend, bildet das Fick-
sche Gesetz bzw. Gleichung 5-1 den Ausgangspunkt fiir den diffusiven Fluss in der wissrigen
Phase eines porosen Mediums [WAGENET und HUTSON, 1989]:

d
Joi =Dy (0 4 (5-7)

[/pr] = g-m*z'df1 Diffusion infolge eines Konzentrationsunterschiedes im Bodenwasser

[c;] =gm” (= mg-dm ) Konzentration des Stoffes in der Bodenwasserlosung

[z =m Ortskoordinate in FlieBrichtung

[D,] = m>d"'  (gebriuchlichere Einheit: mm*d ") effektiver Diffusionskoeffizient

[0] =dim.los Wasseranteil (genau genommen Anteil der Bodenwasserlosung am Gesamtvolu-

men)
Fir D, (0) wurde von KEMPER und van SCHAIK [1966] eine Modellfunktion in Abhéngigkeit
vom Diffusionskoeffizienten in einer reinen Fliissigkeit aufgestellt:
Stofftransport Seite 150




D,(0) = Dor-a-e”’ (5-8)
[Do] =m>d™'  stoffspezifischer Diffusionskoeffizient in einer Fliissigkeit (ohne Feststoffe)
[a] =dim.los empirischer Koeffizient; laut OLSEN und KEMPER [1968] (zitiert von
WAGENET und HUTSON [1989]) ist 0,005 <a < 0,01
[p)] =dim.los empirischer Koeffizient; laut OLSEN und KEMPER [1968] ist b = 10

Der konvektive Transport eines gelosten Stoffes mit dem Bodenwasser wird iiblicherweise be-

schrieben durch

de
Ja==0-Du(q) g, tqe (5-9)
[Jerl =gm >d™' konvektiver Transport eines geldsten Stoffes infolge der Wasserbewegung
[Dy] =m>d"'  mechanischer Dispersionskoeffizient; beschreibt die Durchmischung zwischen
groBen und kleinen Poren infolge lokaler Unterschiede in der mittleren Stro-
mungsgeschwindigkeit (beziiglich mechanischer Dispersion siehe auch
Seite 148)
[¢] =md" makroskopischer Wasserfluss
d _
[ﬁ =gm*’ Konzentrationsgradient in Strdomungsrichtung

Dy (g) kann abgeschitzt werden durch

Du(v) = Ay (5-10)
[A] =m Dispersivitit; bewegt sich im Bereich von 2 mm < 4 < 80 mm
V] =md"’ PorenflieBgeschwindigkeit: v=gq/0

Eine Diffusion in der Gasphase kann gegebenenfalls (bei fliichtigen Stoffen) formuliert werden als

de
JpG = _DOG'EG (5-11)

[Jpe] =gm >d" diffusiver Transport eines gasformigen Stoffes in der Bodenluft
[Dog] =m>d™"  stoffspezifischer Diffusionskoeffizient in der Bodenluft
Fiir Do geben JURY et al. [1983] (zitiert von WAGENET und HUTSON [1989]) folgende Bezie-
hung an: Dog (nq) = Do'T (na)
[Do] =m>d"'  stoffspezifischer Diffusionskoeffizient in der Luft (auBerhalb des Bodens)
[T] =dim.os Tortuosititsfaktor nach MILLINGTON und QUIRK:
T(na) = na' 16,
Mit dieser Modellfunktion fiir die Tortuositét erhélt man fiir den Diffusionskoeffizienten in der Bo-

denluft Doc (na) = Do ng' /6, (5-12)

Durch die Substitution von cg im Fickschen Gesetzes fiir die Gasphase (5-11) mit Hilfe des modifi-
zierten Henry-Gesetzes (5-5) kann man die Diffusion in der Gasphase in Abhingigkeit der Stoftf-
konzentration im Bodenwasser beschreiben:

Jpe=-Doc Ky - %. (5-13)
Die Konvektion in der Gasphase kann die Mobilitdt von fliichtigen Substanzen im Boden erh6hen.
Anderungen im Bodenwassergehalt, im barometrischen Druck und in der Temperatur konnen eine
Luftbewegung im Boden verursachen. Die zyklische Natur dieser Anderungen ermdglichen es,
diese Effekte nicht durch Konvektionsterme, sondern durch eine Erhohung des Gasdiffusionskoef-
fizienten zu simulieren. Zum Beispiel wurde festgestellt, dass barometrische Luftdruckschwankun-
gen mit einer Amplitude von 2,5 kPa und einer Frequenz von 0,25 d den effektiven Gasdiffusions-
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koeffizienten Do um etwa 0,13 m>d"' und Wasserspiegelschwankungen von 1 m im Jahresgang
Doc um etwa 0,01m”>d' vergroBern. Diese VergroBerung kann nach der Korrektur des
molekularen Diffusionskoeffizienten in der Bodenluft mit der Tortuositit und dem Wassergehalt die
dominante Komponente des effektiven Gasdiffusionskoeffizienten sein. Das allgemeine Ausmal,
mit dem Luftdruckschwankungen und der daraus resultierende konvektive Fluss zum Gasaustausch
zwischen dem Boden und der Atmosphére beitragen, war lange Gegenstand von Diskussionen unter
den Bodenphysikern [HILLEL, 1998]. Die Mehrzahl soll zur Meinung tendieren, dass die Diffusion
der wichtigere Mechanismus ist.

Die Kombination der Gleichungen 5-7, 5-9 und 5-13 ergibt die Summe aus diffusivem und konvek-

tivem Fluss in der wissrigen Phase und in der Gasphase:

de de « de
JprtJcortJIpg = —Dp (9) 'EL— G'DM(q) 'EL_DOG Ky 'EL*FQ Cl,

Die ersten drei Glieder werden iiblicherweise zu einem einzigen Term zusammengefasst:

, (5-14)

de
Jpr T T Ipe =—0-D(0,q)-EL+q-cL

[/pr] = g-m*z'df1 Diffusion infolge eines Konzentrationsunterschiedes im Bodenwasser

[Jer] =gm >d' konvektiver Transport eines geldsten Stoffes infolge der Wasserbewegung

[Jpe] =gm >d" diffusiver Transport eines gasformigen Stoffes in der Bodenluft

[/] =dim.los Wasseranteil

[D] =m>d"' effektiver Diffusions-Dispersionskoeffizient (gebriuchlichere Einheit: mm?/d);
beschreibt den auf der mechanischen Dispersion und der chemischen Diffusion
sowohl in der wissrigen Phase als auch in der Gasphase beruhenden Stofftrans-
port und ist definiert durch

D (6,q) =D, (6)/0+Dy(q)+Dog K 10 (5-15)
[c;] =gm’ (= mg-dm ) Konzentration des Stoffes in der Bodenwasserlosung
[z =m Ortskoordinate in FlieBrichtung

[¢-c.] = gm >d" konvektives Transportglied der Bodenwasserbewegung

Diese Gleichung beschreibt den Gesamttransport fiir bestimmte Werte der GroBen 6, ¢, D (6, g) und
cz, die bei stationdren Verhéltnissen konstant bleiben. Der Stofftransport im Felde geht aber unter
natiirlichen Bedingungen fast immer instationdr vor sich, d. h. dass sich die unabhéngigen Variablen
6 und g zeitlich dndern. Dariiber hinaus konnen Quellen oder Senken die Stoffkonzentration ¢ ver-
dndern. Die Gleichung 5-14 gilt also unter instationdren Verhéltnissen nur fiir einen (beliebigen)
Zeitpunkt (mit bestimmten Werten von € und ¢) und beschreibt nicht das zeitliche Transportver-
halten.

Die Transportgleichung 5-14 muss daher zur rdumlich-zeitlichen Beschreibung des Stofftransportes
mit einer Kontinuititsbeziehung der Masse fiir Raum und Zeit kombiniert werden. Daraus entsteht
die sogenannte Konvektions-Dispersions-Gleichung (CDE) fiir den Stofftransport

Oc;,  0Jg
Zr =S L 0C )
o > 0 (5-16)

[cT] =gm” (= mg-dm ) Gesamtkonzentration (fliissig, gasformig, adsorbiert) bzw. Gesamt-
masse eines Stoffes pro Volumseinheit des Bodens
[[] =d"' Zeit
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[Js] =gm >d"' Gesamttransport; Konvektion und Diffusion in der wissrigen Phase und in der
Gasphase

[z =m Ortskoordinate in FlieBrichtung

[0C] = g-n173'd71 Quell-/Senkenglied

Aus der Beziehung fiir die Gesamtkonzentration (5-6) ¢7 = ¢,(p ‘Ky+ 0+ naKy') folgt fiir 5-16:

0 x 0 oc,
- A6+ p- +pn . =_14. L 4. + _
at[cL (0+p-Ky+n,-Ky )} 82[9 D(0, q) 5 ¢ CL} ocy. (5-17)
[c;] =gm” (= mg-dm ) Konzentration des Stoffes in der Bodenwasserlosung
[f] =dim.los Wasseranteil n; (genau genommen Anteil der Bodenwasserlosung am

Gesamtvolumen)
[p] =kgm> (Lagerungs-)Dichte des Feststoffes (mit Adsorptionsoberflichen)
[Kj =m’kg' Adsorptions- oder Verteilungskoeffizient, abhéngig vom betrachteten Stoff
[n,] =dim.los gasgefillter Porenanteil; n, = ;— 6, wobei 6, der Sattigungswasseranteil ist
[Ky'] =dim.los modifizierte Henry-Konstante; definiert als das Verhiltnis zwischen der Dichte
des gesittigten Dampfes des Stoffes (CG*) und seiner Loslichkeit in Wasser (cL*)

[D] =m>d"' effektiver Diffusions-Dispersionskoeffizient
[¢] =md’ konvektiver Fluss der Bodenwasserlosung (bezogen auf den FlieBquerschnitt)
[z =m Ortskoordinate in FlieBrichtung

[0C] =gm -d" Quell-/Senkenglied
In dieser Form tritt in der CDE lediglich c; als unbekannte Konzentration des betrachteten Stoffes
in der Bodenwasserlosung auf.

5.3 Numerische Umsetzung im Programm LEACHM

Gleichung 5-17 ist eine partielle Differentialgleichung, die vorteilhafterweise durch ein numeri-
sches Verfahren gelost wird. Ein Wesenszug dieser Verfahren ist die raumliche und zeitliche Dis-
kretisierung des Transportgebietes. WAGENET und HUTSON [1989] beschreiben den eindimen-
sional-vertikalen Stofftransport durch ein finite-Differenzen-(FD-)Verfahren mit uneinheitlichen
Tiefeninkrementen (unterschiedliche Abstéinde der Diskretisierungspunkte) und Vernachldssigung
aller zweiten Ableitungen. Beim FD-Verfahren wird fiir jeden Knotenpunkt eine Differenzenglei-
chung aufgestellt (vgl. Wasserbewegung), bei die Differentialquotienten fiir die betreffende Stelle
durch Differenzenquotienten ersetzt sind. Die Gleichung 5-17 wird stellvertretend fiir den Knoten i
(als raumlicher Index wird i im untenstehenden Text tiefgestellt) und den Zeitpunkt #/** ausgewer-
tet (der Ausdruck’™” ist kein Exponent, sondern ein hochgestellter Index). Der Differenzenausdruck
fiir den ersten, ausmultiplizierten Term auf der linken Seite der Gleichung lautet (fiir ¢, wird ab nun
kurz ¢ geschrieben)

1 1

ot At
Der zweite Differentialquotient auf der linken Seite der Gl. 5-17 wird ersetzt durch (p und K, sind

). S I gl o)
00-c); _ 6/ -c 0! - c; . (5-18)

wohl vom Ort bzw. der Tiefenlage, jedoch nicht von der Zeit abhéngig und kénnen daher herausge-
hoben werden)

pKyroe); _ . u (5-19)
ot At

Die durch den dritten Ausdruck dargestellte Ableitung wird gebildet durch (fiir 7, steht ab nun ¢)

pi- Ky,
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KH 'a(na ) cL)i — KH* . ‘c’\in ) cij+l — 8z'j ) cij . (5_20)
Ot At

D (0, g) in der rdumlichen Ableitung auf der rechten Seite der Gleichung 5-17 ist keine Konstante,
sondern eine Funktion des rdumlich (und zeitlich) variierenden Wassergehaltes und des Flusses.
Um die Abhingigkeit des Koeffizienten D (6, g) von der Ortsvariablen z zu untersuchen, muss er
gemal Gleichung 5-15 in abhingige Variable und unabhingige Konstante aufgesplittert werden:
D (6, q) = Du(q)+D,(8)/0+Doc Ky 10
Die Koeffizienten fiir die einzelnen Teilprozesse D,, Dy und Doc werden nun ebenfalls auf ihre
Abhéngigkeit von ortsabhdngigen Variablen untersucht bzw. durch die Modellfunktionen 5-10
(Dyr (v) = V), 5-8 (D, (0) = Dor-a-¢”? und 5-12 (Dog (na) = Do na'*16.) ersetzt
D (0, q) = A|+ Dor-a-e”%0+ Dy -¢'"10,>Ky;10.
D (0, g) wird an der Stelle zwischen den zwei Knoten i—1 und i und auch zeitlich zwischen den

Zeitpunkten j und j+ 1 formuliert, wobei 4, Doy, a, b, Dy und Ky als Konstante betrachtet werden
(der spéter fiir die Ableitung nach z ebenfalls benotigte Wert D11/, ergibt sich analog dazu):

j+1/2 pi+l/2 *
pitiz_ g 4 o exp(=b-6,); )+D ‘(8_,41/2)‘0/3. Ky
i-1/2 JH1/2 OL 0j+1/2 0 i-1/2 02 0]._*_1/2 .
i-1/2 i-1/2 s i-1/2°Ui_1/2

Der Wassergehalt fiir dieselbe Stelle i —'% und denselben Zeitpunkt j+ Y5 ergibt sich aus dem Mittel
der zwei benachbarten Knoten zu den zwei aufeinander folgenden Zeiten

011:11//22 = (eljjl1 + et'jfl + el'j+1 + Hlj )/4 .

Jetzt kann der Differenzenquotient fiir den ersten Term auf der rechten Seite der Gleichung 5-17

aufgestellt werden, wobei die Bildung der zweiten Ableitung vereinbarungsgemill umgangen wird:
0 oc
=1 6-D,q)-— |~
82{ 0.9) 82}

J o _ Al Jtl_ L j+l J_ JL_ L+l
Dj+l/2_0j+l/2_ci_1 ¢ tey —¢ _ Dj+1/2_9j+1/2_ci Civ TG Cini
i-1/2 Y12 i+1/2 "Yit1/2

Az, 4z,

Az,

(5-21)
mit Az =z,1—2z;, Azy=z;— 2z und Azz =Az;+Az, =z —z;; (der Faktor '42 aus der zeitlichen
Mittelung des Konzentrationsgradienten kiirzt sich mit dem Faktor 2 aus der rdumlichen Mittelung
der beiden Knotenabstinde heraus).

Unter Beriicksichtigung der zweiten Ableitung hétte die Ableitung gelautet

d ac|  9(0-D(0,q)) oc dc

—6-D(0,q)—|= "L 21+ 6.D0,q) — ~

82{ 0.9) az} oz oz 0.9

DIV 012 DL 01YR (e~ v~ el —elite M el 1,
Az, Az, Az, 2

J o jrrj+l J__ jr1rj+l
itz gitiz | G Z 6 taa ¢ GGt ¢ | 1
1 1
Az, Az, Az,

Die im zweiten, konvektiven Term enthaltenen Knotenkonzentrationen hingen von der Richtung
des Wasser- bzw. Losungsflusses ab. Hierbei sind 4 Fille zu unterscheiden, die in der
Abbildung 5-3 ersichtlich sind.
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Abbildung 5-3:  Einfluss der Wasserstromungsrichtung auf die Knotenkonzentrationen, mit deren
Hilfe die 6rtliche Anderung der Konzentration im Knoten i ausgedriickt wird
[WAGENET und HUTSON, 1989]

Die Ableitung des zweiten Terms wird durch einen einzigen Differenzenquotienten ersetzt, in dem
die 4 unterschiedlichen Fille fiir die FlieBrichtung durch die Steuerparameter £ bis f4 beriicksich-
tigt werden:
pi=1 und f4s=0 wenn ¢g1n>0
pr=0 und =1 wenn ¢12<0
=1 und f3=0 wenn gii1n>0
=0 und pi=1 wenn g2 <0

L2 (] j+l L2 Jj+1
8( 172 jﬂ/z)_ Prais \eately ) Brgiags (et

oz l Az, Az, 597
JR2 (g gt JH2 ()4 it (5-22)
Bs-qi1)s | ¢l Tl Jrﬂ4"],>1/2 G TG
Az, Az,

Damit liegen fiir sémtliche Ableitungen in der CDE 5-17 Néherungsausdriicke in Form von Diffe-
renzenquotienten vor (Gleichungen 5-18, 5-20, 5-19, 5-21 und 5-22), die noch zur Finite-Differen-
zen-Gleichung fiir einen einzelnen Knoten zusammenzusetzen sind:
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. . . . * j j / j / /
011+1'C'<]+1—63] 'Cll KH _(gl/+1_cij+1_8i] clj) (CiJJrl/z_Cij)
i i i L4 +pi 'Kdi . L =
At At At
J+Y2  pjtl2 JHY2  pj+l)2
Di—l/z 9571/2 j J 4 it j+l Di+l/2 ‘91'“/2 J J o4 At J+l
—|c -+ - ) - \e/ —c/ +c! =l
Az, - Azy Az, - Azy
JH2 () i+ G2 (G
N Brai1; '(CH tei ) P i1z '(Ci te )
Az, Az,
JH2 (L i+ JHU2 (o gt
P diy '(ci+1 * i ) Pa- a1/ '(Ci te ) ;
— + +QC/
Az, Az,

Das sich fiir alle Knoten ergebende Gleichungssystem wird, wie fiir den Wassertransport beschrie-
ben, gelost. Die Randbedingungen sind einerseits durch die Wasserbewegung vorgegeben und an-
dererseits durch den Stoffein- bzw. -austrag festgelegt. Als Anfangsbedingung miissen in allen
Knoten Konzentrationswerte angegeben werden.

Beispiel 5-1:  LEACHM - ein prozessorientiertes Modell fir den Wasser- und Stofftrans-
port, Phasenubergange, Pflanzenaufnahme und chemische Reaktionen in der unge-
sattigten Bodenzone.

Als obere Randbedingung kann eine Infiltration, eine Evaporation oder ein Nulltrans-
port angesetzt werden. Als untere Randbedingung stehen ein Grundwasserspiegel,
freier Ausfluss (mit Einheitsgradient) oder ein Nulltransport zur Verfugung. Die Diffu-
sion zwischen den zwei letzten Knotenpunkten wird unterdriickt. Bei einem anste-
henden Grundwasserspiegel wird die Konzentration im letzten Knotenpunkt gleich
der Konzentration im Grundwasser gesetzt. Generell ist in der Losung der CDE der
konvektive und der diffusive Transport in der Gasphase inkludiert. Im allgemeinen
wird angenommen, dass kein Stofftransport vom Boden in die Atmosphare erfolgt.
Bei fluchtigen Stoffen kann ein zusatzlicher Transport berlcksichtigt werden.
In diesem Beispiel wird aufgezeigt:

a) Parameteranpassung fur die Wasserbewegung

b) Simulation einer gemessenen Durchbruchskurve aus der Literatur

c) Einfluss der numerischen Dispersion auf das Simulationsergebnis

Ad a). Als Modell fir die Wasserbewegung wird im Programm LEACHM die
Richards-Gleichung herangezogen, in der die maligeblichen Bodeneigenschaften
durch die Retentionsfunktion (Wasseranteil 6 — Wasserspannung h bzw. h = f(0)
oder 6 = f(h)) und das kapillare Leitvermdgen (k = f(0) oder k = f(h)) beschrieben
werden. Die beiden in LEACHM verwendeten Beziehungen stitzen sich auf Ansatze
von CAMPBELL [1974] (zitiert von HUTSON und WAGENET [1992]) in Form der
beiden Funktionen 5-23 und 5-26. Das von ihm vorgeschlagene Modell fur die
Retentionsfunktion lautet

h = a(6/6s)™ (5-23)

[A] =m Wasserspannung. h wird Funktion des Wasseranteils betrachtet:
h=1(0)

[a] =m Funktionsparameter; wird oft als Lufteintrittspunkt bezeichnet, wird

aber aus einer Kurvenanpassung gewonnen
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[p)] =dim.los Funktionsparameter, ebenfalls aus einer Kurvenanpassung an
Messwerte der Ruckhaltefunktion gewonnen

[6s] =dim.los Wasseranteil n, bei Sattigung = Porenanteil

FUr den voll gesattigten Zustand mit 6 = 6, liefert diese Exponentialfunktion h = a. Da
6 nicht groRer als 6s werden kann, existieren keine Funktionswerte h <a. In der
Natur kann sich die Wasserspannung jedoch sehr wohl im Bereich 0 <h<a
bewegen, und zwar unter Vollsattigung (6 =6;) bei den Bdden mit physisch
vorhandenem Lufteintrittspunkt bzw. mit geschlossenem Kapillarsaum und unter
Teilsattigung (6<6s) bei denjenigen Bodden, die Grobporen enthalten. Die
Modellierung der Retentionsfunktion mit Lufteintrittspunkt durch zwei Teilfunktionen
gemall BROOKS und COREY, und zwar mit Funktion 5-23 fur den Bereich 6 < 6;
und mit 6 =6, fiir den Bereich a=h =0, ergibt eine C'-Unstetigkeit bzw. keine
eindeutige Wasserkapazitat im Punkt (6s, a). HUTSON und CASS [1987] (zitiert von
HUTSON und WAGENET [1992]) sind diesen Schwierigkeiten aus dem Weg
gegangen und haben bei der Modellierung auf den Lufteintrittspunkt verzichtet.
Stattdessen haben sie die Funktion 5-23 im Teilsattigungsbereich 65 = 6 = 6., durch
eine zweite, parabolische Funktion (5-24 bzw. 5-27) ersetzt, die fur diesen Bereich
eine Wasserspannung 0 < h < h,, und damit eine Retentionskurve ergibt, die bei
Vollsattigung nicht mit a, sondern mit 0 endet. Die beiden Teilfunktionen sind am
Ubergangspunkt (85, her) zusammengeflgt:

. a-(1-616,)"*-(6,.16,)™

O0<h<h (5-24)
(1-8,/6,)" i
und h = a(6/6s)™ h = he
[a] =m Funktionsparameter (wie bei CAMPBELL, jedoch aufgrund der ge-
anderten Gesamtfunktion mit verschiedenem Wert)
[p] =dim.los Funktionsparameter, z.B. aus einer Kurvenanpassung an Mess-

werte der Ruckhaltefunktion gewonnen
[6] =dim.los Wasseranteil im Kurveniibergangspunkt
[he] =m Wasserspannung im Kurvenubergangspunkt
[6s] =dim.los Wasseranteil n, bei Sattigung = Porenanteil
Das Programm LEACHM sieht nun vor, die Parameter a und b entweder direkt
anzugeben — dieser Weg muss auch beschritten werden, wenn die Retentionsfunk-
tion durch diskrete Wertepaare bekannt ist — oder indirekt mittels einem von vier ver-
schiedenen Pedotransferfunktionssatzen zu berechnen. Jeder der 4 Satze besteht je
nach Satz aus 5 bis 9 Einzelfunktionen, die jede den Wasseranteil zu einer
bestimmten Wasserspannung als Funktion des Sandanteils, Tonanteils, des Anteils
an organischem Kohlenstoff und der Trockendichte liefern. An die solcherart
bestimmten 5-9 Wertepaare passt nun LEACHM das Retentionsfunktionsmodell von
HUTSON und CASS durch Optimierung der Kurvenparameter a und b an. Nach der
Festlegung von a und b oder deren Ermittlung aus einer Regressionsanalyse ergibt
sich der Ubergangspunkt (8, he,) zu

2b -6, [ 2b j‘b
= =a- .

cr hcr
1+2b 1+2b

Stofftransport Seite 157



Nachdem die diskrete Retentionsfunktion des verwendeten Feinsand-Bodens durch
Versuche von FINK [1991] bekannt war, wurden die Werte der beiden Parameter a
und b extern berechnet. Das hierbei verwendete Verfahren wurde spater als Erweite-
rung [TAXENBACHER, 1993] in das Programm LEACHM implementiert, um sich die
externe Ermittlung der Parameter aus gemessenen Wertepaaren (h, 0) in Hinkunft zu
ersparen. Der sich mit diesen Parameterwerten ergebende Kurvenverlauf ist in der
Abbildung 5-4 als externe Anpassung eingetragen. Fur die als graphische Anpas-
sung bezeichnete Kurve wurden die Wertepaare von FINK auf halblogarithmischem
Papier aufgetragen und graphisch eine Gerade angepasst; die Teilfunktion 5-24 wird
dabei nicht berlcksichtigt. Aus der Zeichnung wurden dann die Parameter a und b
abgelesen und damit der Kurvenverlauf in beiden Teilbereichen bestimmt. Die gra-
phische Anpassung liefert offensichtlich eine weniger gute Anpassung bei den groRRe-
ren Wasserspannungen als die externe. Als unbrauchbar sind jedenfalls jene Reten-
tionskurven zu bezeichnen, die aus den vier Pedotransfersatzen gewonnen wurden.
Das sollte als nachdruckliche Empfehlung verstanden werden PTFs nur dann zu
verwenden, wenn keine direkte Bestimmung maoglich ist und genau zu Uberlegen, ob
die gewunschte Aussage damit getroffen werden kann.

-10

Messwerte FINK
PTF 1
PTF 2
PTF 3
PTF 4
externe Anpassung |
graph. Anpassung
van GENUCHTEN

Matrixpotential , (kPa)

0 T T T T T T T T T rr-[ﬂr-||rm T [ T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Wasseranteil 8 (cm®cm®)

Abbildung 5-4: Gegenuberstellung der berechneten Wasseranteil-Wasserspan-
nung-Beziehungen zu den Messdaten [LOISKANDL und
KARNER, 1994]

Eine ausgezeichnete Anpassung ist beim gegebenen Boden mit dem Parameter-
modell nach van GENUCHTEN [1980] zu erreichen; dieses ist jedoch in LEACHM
nicht implementiert. Es beschreibt die Wasseranteil-Matrixpotenzial-Beziehung
bekanntlich durch die Funktion (siehe Tabelle 2-1)
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6, -6,

1+ (aJhl)’|
[A]l =m Wasserspannung
[6s] =dim.los Wasseranteil n, bei Sattigung = Porenanteil
[6] =dim.los Restsattigung
[a] =m Parameter aus Kurvenregression
[n, m] =dim.los Parameter aus Kurvenregression

6=0,+

r

(5-25)

Die Modellbeziehung fur das kapillare Leitvermdégen wurde von CAMPBELL [1974]
direkt aus der Ruckhaltefunktion unter Annahme eines bestimmten Kapillarenmodells
abgeleitet

k(6)=(616,)"*"", hz h (5-26)
k] =md’ kapillares Leitvermogen
[p] = Porenparameter (standardmafig im Programm = 1 gesetzt)
wobei fur Wasserspannungswerte h < h,, die Funktion

)2+2(2+p)/b

k =k, (a/h 0<h<hy (5-27)

heranzuziehen ist.

Nach der Ermittlung der Parameter fur die Wasserbewegung kann die Stoffverlage-
rung kalkuliert werden. Das Programm ist fur stationare und instationare Transport-
vorgange bei gesattigtem oder ungesattigtem Boden geeignet.

Ad b) Verdrangung von Reinwasser durch eine Tracerldsung unter stationarer,
ungesattigter Wasserbewegung.
Als Daten wurden gemessene Werte aus der Literatur (MERMOUD et al., 1991) ver-
wendet. Fur diese Randbedingungen und fur eine kontinuierliche Tracerzugabe
(Sprungfunktion) wurde von OGATA und BANKS [1961] (zitiert von KOBUS [1992])
eine analytische Losung (Gleichung 5-28) hergeleitet.

C(zt) _1 z—vt v-z z+vt ]
. z{erfc(z\/D_ﬂj}exp[ D, Jerfo(—z\/D_LJ (5-28)

[C(z, 1)] Konzentration als Funktion der Zeit t und des Ortes z
[co] Tracerkonzentration

[D(] longitudinaler Dispersionskoeffizient

V] =ms" Transportgeschwindigkeit

Nach Erreichung eines stationaren Flie3zustandes erfolgt die Tracerzugabe. Der
Zeitpunkt t = 0,0 min entspricht in den nachfolgenden Abbildungen dem Beginn der
Tracerzugabe. Der Tracer ist in 1m Tiefe nach ca. 65min. nachweisbar; nach
160 min. ist die Ausgangskonzentration erreicht (Abbildung 5-5).

Der FD-Lo6sungsansatz bewirkt einen numerischen Dispersionseffekt. Der effektive
Diffusions-Dispersions-Koeffizient D kann vereinfacht, ohne Berilcksichtigung der
Diffusion in der Bodenluft, in der Form

D= %e + Dy (5-29)
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[D] tatsachlicher Dispersionskoeffizient

[Dp] = Diffusion in der Bodenwasserlosung
[Dv] = mechanische Dispersion
[6] =dim.los Wasseranteil

dargestellt werden.

Haufig ist der Anteil der mechanischen Dispersion dominant. Von HUTSON und
WAGENET wurde deshalb nur Dy, herangezogen, wobei zur Korrektur der numeri-
schen Dispersion Dy durch den empirisch ermittelten Wert Dy, (16 % von Az) ersetzt
wird: Dy = (A-0,16-:Az)-v, (5-30)

[Dy] = korrigierte mechanische Dispersion
[Az] = Hoheninkrement

Vol = Porengeschwindigkeit

Al = Dispersionskoeffizient

Negative Werte fur Dy,” werden gleich Null gesetzt.
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Abbildung 5-5: Vergleich Messwerte — analytische Losung — Modell

Ad c) Zur Demonstration des Einflusses der numerischen Dispersion werden
der Diffusions- und der mechanische Dispersionskoeffizient gleich Null gesetzt. Mit
Verkleinerung der Segmentstarke wird der Einfluss der numerischen Dispersion ge-
ringer. Bei der Festlegung der mechanischen Dispersion ist es gunstig, die Auswir-
kung des numerisch bedingten Anteils abzuschatzen.
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6. WARMETRANSPORT

Die Bodentemperatur ist fiir den Pflanzenwuchs — insbesondere fiir die Keimung und den Auflauf —
und fiir die Bodenorganismen von grofiter Wichtigkeit. Um iiber den Energieinhalt eines Stoffes,
der selbst keine Warmequelle oder Senke darstellt, bzw. iiber dessen Temperatur Aussagen treffen
zu konnen, miissen die Vorginge des Wirmetransportes bekannt sein. Zu dessen Mechanismen
zahlt nicht nur die Warmeleitung, sondern auch die Konvektion oder Wérmestromung und die
Strahlung [VOGEL, 1999].

o Wiirmeleitung erfolgt nur in Materie, ist aber nicht mit deren makroskopischer Bewegung
verbunden, sondern nur mit der Energietibertragung durch MolekiilstoBe. Sie setzt Ortliche
Unterschiede in der Molekiilenergie, also ein Temperaturgefélle voraus. Wéarmeleitung, Stoff-
diffusion und Viskositdt sind physikalisch vollkommen analoge Transportphdnomene, die sich
aus molekularen Vorstellungen ableiten lassen [VOGEL, 1999].

o Wirmekonvektion oder -stromung setzt makroskopische Bewegungen in der Fliissigkeit oder
dem Gas voraus, deren Wérmeinhalt so an andere Stelle transportiert wird (z. B. in den Boden
eindringender, warmer Niederschlag oder die latente Energie des Wasserdampfes, der mit der
Bodenluft infolge Temperaturunterschiede transportiert wird). Stromungsvorginge werden
bei dichteverdnderlichen Fluiden insbesondere durch lokale Temperatur- und damit Dichte-
unterschiede, d. h. durch den Auftrieb der wirmeren Bereiche ausgeldst.

o Wiirmestrahlung ist elektromagnetischer Natur wie das Licht, sie ermoglicht die Abgabe von
Wiérme auch im Vakuum und ist nur von der Temperatur des strahlenden Korpers abhédngig
(Stefan-Boltzmann-Gesetz; siche auch JURY et al. [1991]).

Weiters zéhlen zur essentiellen Nomenklatur der Warmelehre folgende Begriffe:

—  Wirme ist ungeordnete Molekiilbewegung

—  Wirmeenergie W ist die kinetische Energie dieser Bewegung

—  Temperatur T ist ein lineares MaB fiir den Mittelwert dieser Energie [VOGEL, 1999]

- Wirmekapazitit Ckgper eines Korpers ist das Verhéltnis aus Wiarmeenergiezunahme und

AW
Temperaturzunahme Ckorper = AT
(W] =1 Wirmeenergie. Die Dimension von W entspricht natiirlich der der Arbeit:
ML T
[T] =K Temperatur. In der Warmelehre ist die Einheit Kelvin wesentlich praktischer als

die Einheit Grad Celsius.
[Ckorper] =7 K Wirmekapazitit
In der Bodenphysik wird die Wérmekapazitit Cgsper 1.a. auf das Volumen des Korpers bezogen
bzw. pro Volumseinheit des Stoffes angegeben und diese volumenbezogene Wérmekapazitit kurz
als Wiarmekapazitit C bezeichnet (siehe Kapitel 7.2.5 im Anhang). Wenn eine bestimmte Menge
eines homogenen Stoffes die Masse M und die Dichte p = M /V besitzt, so nimmt er ein Volumen
V=M /p ein. Seine volumenbezogene Wirmekapazitit C betrdgt daher

CK[)'r er A

_ Ckorper _ AW L }
c= Viorper AT M- (6-1)
[C] =Jm K ' Wirmekapazitit eines Stoffes (auf eine Volumeneinheit bezogen)
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] = kg-m_3 Dichte des Stoffes

Die volumenbezogene Wirmekapazitit des Bodens setzt sich aus der volumenbezogenen Wirme-
kapazitét der einzelnen Phasen mal deren Volumsanteilen zusammen:
Choden = Cyns+ Cron+ Cyrng

Nachdem die Wiarmekapazitdten der einzelnen Phasen und #n, praktisch konstant sind und auflerdem
ng=1—nund n, = n—0 gilt — sofern die fliissige Phase nur aus Bodenwasser besteht —, kann Cgpgen
als Funktion der Variablen 0 betrachtet werden:

Choden (0) = Cs—n(Cs— Co) + 0 (Crzo — Co)
Die Wirmekapazitit des Bodens steigt also linear mit dem Wasseranteil — unabhingig davon, ob
man die Wirmekapazitit der Bodenluft vernachléssigt oder nicht.

Besteht zwischen zwei Punkten in einem masseerfiillten Kontinuum ein Temperatur- und damit ein
Energieunterschied, tritt unweigerlich ein Wdarmestrom Jy. auf. Wenn durch eine gerichtete Flache
A in der Zeit df die Warmeenergie d/ hindurchtritt, dann betrigt Jy.

dw
JHc :E: _ﬂHch

[Ju] =W Wiérmestrom (das Formelzeichen J steht in Anlehnung an JURY et al. [1991] fiir
den Transport im Allgemeinen und der Index Hc fiir die Warmeleitung bzw.
engl. heat conduction)

il =Wm? Wirmestromdichte; auf die Flicheneinheit bezogener Wirmestrom (vektorielle
Feldgrofie)

Das Gesetz der Warmeleitung besagt, dass die Wdirmestromdichte jy. proportional zum Temperatur-
gefille ist und seiner Richtung folgt [VOGEL, 1999]:

[ ju.=7-grad T | (6-2)

4] =WK'm' Wirmeleitfahigkeit; Stoffkonstante
[7l =K Temperatur in Kelvin (skalare Feldgrof3e)

Wenn aus einem Kontrollvolumen fiir einen infinitesimalen Zeitabschnitt df mehr Warme heraus-
tritt als hineinstromt, dndert sich sein Warmeinhalt /. Fiir ein kleines Volumen dV driickt die Ope-

ration div diesen Verlust aus (Prinzip der Energieerhaltung): divjy.dV-dt=—dW
dw
divjp.dV = ~dr (6-3)

Die volumenbezogene Wiarmekapazitit C eines Stoffes (6-1) driickt aus, wie stark sich die Tempe-
ratur eines Stoffes mit dem Warmeinhalt pro Volumseinheit dndert:

dw
C=4rar
bzw. dw=C-dT-dr.
Dieser Ausdruck wird nun benutzt, um die infinitesimale Warmeinhaltszunahme in Gl. 6-3 durch
C-dr-dr
die infinitesimale Temperaturzunahme zu ersetzen divjy.dV = B PR
.. dT |
woraus man nach Kiirzen rw-C divjy.

erhilt. Durch Ersetzen der Wéarmestromdichte jy. nach dem Gesetz der Warmeleitung (6-2) wird
daraus die allgemeine Wirmeleitungsgleichung
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ar 1 .. A A
Ez—E-dlv(gradT) E—E-V- (VD= —E-VZT
Fiir den eindimensionalen Fall mit der Ortsvariablen s ldsst sich diese Gleichung formulieren als
NG y
ot C os> o5 6-4)
A

[D] =m>s" Temperaturleitfahigkeit; -C

D bestimmt die Zeit, die zum Temperaturausgleich bzw. bis zum Vordringen der Wéarme bendtigt
wird. Die allgemeine Warmeleitungsgleichung ist eine Transportgleichung und der Form nach ident
aufgebaut wie andere Transportgleichungen z. B. fiir die Diffusion (2. Ficksches Gesetz), fiir die
Viskositét, fiir den elektrischen Strom und fiir die horizontale Wasserbewegung im Boden.

Obwohl der konvektive Warmetransport manchmal mehr Wérme befordert als die Warmeleitung
[VOGEL, 1999], wird der Bodenwdrmetransport bei klassischen Aufgaben mit analytischen
Losungen hdufig nur als Wérmeleitung mit der eindimensionalen Diffusionsgleichung als Wérme-
bewegungsgleichung beschrieben. Diese partielle Differentialgleichung bedarf zu ihrer Losung
sowohl Anfangs- als auch Randbedingungen. In den untenstehend néher erlduterten Beispielen wird
eine Sinusschwingung (Tages- oder Jahresgang) und eine Sprungfunktion (schlagartiger Anstieg der
Temperatur von 7; auf 7Ty zum Zeitpunkt 7o) als obere Randbedingung vorgestellt. Hierbei zeigt sich,
dass die Sinusschwingung mathematisch einfacher zu behandeln ist als der Puls, fiir den sich die
Boltzmann-Substitution als vorteilhaft erweist.

6.1 Sinusfunktion mit dem Temperaturmittel 7, = 0

Annahme: Die Temperatur fluktuiert an der Bodenoberfliche in der Form einer Sinusfunktion
[KIRKHAM und POWERS, 1972]. Vorerst wird fiir die Berechnung festgelegt, dass das Tempe-
raturmittel entsprechend der Sinus-Grundfunktion 0 °C betridgt und das Maximum bei einem Viertel
der Periode (n/2) vorliegt. Der zeitliche Verlauf an der Bodenoberflache lautet somit

T=a-sin(w ) (6-5)

bzw. T = a-sin (2'7t/p) und w = 2-n/p, wobei a eine vorgegebene Amplitude und w eine vorgegebe-
ne Periode (z. B. fiir Tagesgang und ¢ in Stunden: w = 2-1/24; die Maximaltemperatur 7, tritt dem-
nach fiir s = 0 bei w 't =n/2, t = 6 Uhr auf, 7, = 0 zu den Zeitpunkten 0 und 12 Uhr) darstellen. Da
die eindimensionale Wairmeausbreitung in jede beliebige Richtung durch dieselbe Gleichung
beschrieben werden kann, wird im folgenden fiir die raumliche Variable s (und nicht z fiir die Tiefe)
gesetzt. Grundlage fiir die Ermittlung der Funktion 7' (s, ) fiir beliebige Entfernungen von der Wir-
mequelle (bzw. Tiefen) und Zeiten ist die allgemeine (eindimensionale) Wirmeleitungsglei-
chung 6-4

or A T _&T
o= ¢, os7 Pas? (6-6)
Anfangs- und Randbedingungen: T(s,t)=a-sin(wt) firs=0, t>0
T(s,0)=0 fir lim, t>0
§—>0
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Die Losung der Differentialgleichung 6-6 erfolgt vorteilhafterweise durch die Trennung der Variab-
len

I'(s,0)=f(s)g(®) (6-7)

or or o°T
=, =/()g' (1), ==/ =" ()2
Die partiellen Ableitungen werden in Gl. 6-6 eingesetzt
J()g'()=Df"(s)g(1) /:D-g (1) f(s)
Dg@®  f(s)
Da die linke Seite nur von der Variablen ¢ und die rechte Seite nur von s abhingt (und beide Vari-
ablen voneinander unabhingig sind), sind die beiden Ausdriicke fiir eine beliebige Wahl von s und ¢
nur dann gleich, wenn sie immer dieselbe Konstante ergeben:
1g'@_ ')
D g() f(s)

Gleichung 6-9 ldsst sich in 2 gewohnliche lineare Differentialgleichungen aufteilen, die beide zu

(6-9)

erfillen sind:

) g'®-—rDg®=0
1) S f(s)=0
ad I) %%—r-D-g(t)zO — g—d(%zr-Ddt

In[g(®)]=r-Dt+C,

g(t):e(r‘D-tJrCl):er'D‘t eCl
g(=Cy-e P! (6-10)
ad II) f"(s)—rf(s)=0
2
%—r-f(s)ZO (6-11)

Damit der Quotient aus der zweiten Ableitung einer Funktion und der Funktion selbst eine Kon-
stante ergibt (siche Gl. 6-9), ist fiir f folgender Ansatz zu wiéhlen:
f(s) =Cy- e(ﬂ's)

f(8)=Crop-e"; S"(8)=Cop e
In GI. 6-11 eingesetzt: Coil ¥ —p-Cyp-e =0
Wenn C, e # 0 sein soll, muss yz -r=0 gelten.
P——
Die Funktion f(s) lautet dann F(s) = Cy-exp [£(*-5)]. (6-12)

Die aus (I) und (II) gewonnenen Funktionen g(#) (6-10) und f(s) (6-12) werden nun laut GI. 6-7
verkniipft, wobei die Konstanten der beiden Funktionen g und f zusammengefasst werden:

T(s,7) = A -exp [£(r"* -s)] -exp [r-D ] A=C-C) (6-13)

Fiir die Bestimmung der Konstanten 4 und vor allem r ist zu bedenken, dass in die Funktion 7 (s, )
in irgendeiner Form die Sinusschwingung Eingang finden muss. Nach EULER gilt

"= cos (w 1) +1sin (w 7). (6-14)
Wir legen daher » mit » = i-w/D fest und erhalten fiir Gl. 6-13
T(s, 1) = A-exp +[(i-w/D)"* -s] -exp [i ‘@ {] (6-15)
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Weil die zweite Randbedingung (7'(s, ) = 0 fiir lim ) nur eingehalten werden kann, wenn der Ex-
§—>00

ponent negativ ist (mit positivem Exponenten wiirde der Ausdruck gegen Unendlich streben), ent-
fallt die Losung mit positivem Vorzeichen.

Aus den Beziehungen (siche 6-14) 1= e = cos (m/2)+1-sin (/2)
und {2 = "™ = cos (n/4) + i -sin (w/4) = (1 +1)/2">
ergibt sich die Formel i"=(i+1)2"
Damit wird Funktion 6-15 zu
T(s,f) =A-exp—[(i+1)2"*(w/D)"*s] exp[i-wi]
= A -exp—[i (w/(2D))"? -s] -exp —[(w/(2D))"* -s] -exp [i ‘w 1]
= A -exp {i-[wt—(w/(2D))"* 5]} -exp —[(w/(2D))"* "s].
Jetzt kann e'... nach EULER (6-14) in Winkelfunktionen umgeformt werden:

T(s,) = A-{cos [wt— (w/(2D))"*-s] + i-sin[w t — (w/(2D))"? -s]} -exp —[(w/(2D))"**s].  (6-16)
Sowohl der Realteil als auch der imaginére Teil der Funktion 6-16 sind Losungen der Differential-
gleichung 6-6. Da als Randbedingung eine Sinusfunktion angenommen wurde, wird der imaginire
Teil als Losung gewéhlt:

[ 7(s, ) = A4 -exp—[(0/(2D))"* ‘5] sin[w t— (w/(2D))"* 's]|

Die Amplitude der Sinusschwingung und damit der Temperatur, gleichbedeutend mit 7,,,,c = —Tipin,
betrdgt somit filir einen bestimmten Abstand s von der Warmequelle

Tmax = _Tmm =4 exXp [_(w/(zD))l/Z 'S].

Fiir s =0 muss die Amplitude gemifB der oberen Randbedingung 6-5 gleich a betragen, die Kon-
stante A4 ist daher gleich der gegebenen Amplitude a: A=a

Ersetzt man die Warmediffusivitit D durch den Quotienten aus der Leitfdhigkeit und der Kapazitit
(D = /C; siehe Gl. 6-6) und fiihrt den Begriff des Dampfungswertes (Eindringtiefe) d in der Form

p wC 1 2
D=¢c = N\ 22 ~d 4=\|w-C

ein, so lasst sich 7"als Funktion der Zeit und des Abstandes s mit den gegebenen Konstanten a (Am-
plitude), d (Eindringtiefe) und @ (Periode) einfacher darstellen als

T(s,0)=a-e " sin(wt—s/d).

Der Ddampfungswert bzw. die Eindringtiefe d ist jener Abstand von der Bodenoberfldche, in der das
Verhiltnis der (abgeschwichten) Amplitude zur Amplitude an der Oberfliche nur mehr den Wert
1/e aufweist.

Der Vergleich mit dem vordefinierten Temperaturverlauf an der Bodenoberfliche (6-5)
T=a-sin(w{) zeigt, dass der Temperaturverlauf in einer beliebigen Tiefe eine um den Faktor e

abgeminderte und um den Wert —s/d verschobene Sinusfunktion ist.

6.2 Temperaturmittel 7, # 0, Maximum verschoben

Die Differentialgleichung 6-4 gilt klarerweise auch fiir diesen Fall
or T

or =P o5
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Im Gegensatz zum vorherigen Fall schwingt die Temperatur nicht um den Wert 0 Grad, sondern
eben um die mittlere Temperatur 7, Zusitzlich soll beriicksichtigt werden, dass die Maximaltem-
peratur 7,,,, an der Bodenoberfldche nicht wie im vorigen Fall nach einem Viertel der Periode, son-
dern zu einem gewéhlten Zeitpunkt #,,, auftritt (z. B. fiir den Tagesgang um 13 Uhr). Die Anfangs-
und Randbedingungen sind daher zu modifizieren:

T(s,t)=T,+a-sin(wf) flirs =0, t>0
T(s,0)=T, fir lim, t>0
§—>00
und T(s,ty=T,+a firs =0, t = toax- (6-17)

Bei Betrachtung der Differentialgleichung 6-6 ist ersichtlich, dass die konstante Funktion
T'(s,t) = A' ebenfalls eine (unabhingige) Losung der Differentialgleichung ist (die erste Ableitung
einer Konstanten nach der Zeit betrdgt Null, ebenso die zweite Ableitung nach dem Weg, die Diffe-
renzialgleichung wird also erfiillt; diese Losung ergibt sich natiirlich unter anderen Randbedingun-
gen als den zuvor definierten).
Eine lineare Kombination unabhingiger Losungen der Differentialgleichung ist bekanntlich eine
weitere Losung derselben. Daher ist
T(s,fy=A"+B-a-e*sin(wt—s/d)
auch eine Losung von 6-6.
Aus den Randbedingungen folgt A'= T, und B = 1:
T(s,0)=Ty+a-e* sin(wt—s/d)
Um das Auftreten des Maximalwertes 7, an der Bodenoberfliche (s =0) zum Zeitpunkt #,,, zu
erzwingen, ist eine Phasenverschiebung mit dem Wert C vorzunehmen:
T(s,0)=Ty+a-e* sin(wt—s/d+C)
Da wegen der dritten Randbedingung 6-17
T, tyax) =T, +a-sin(wty,+C)=T,+a
sein muss, folgt Sin (@ tyg+C) =1
W tpax+ C=1/2
C=1/2—w tyu

und schlieBlich [ T(s,0)=T,+a-¢*"sin[wi—s/d+ @2 — o tu)] |

Fiir eine gewéhlte Periodendauer p = 24 Stunden (man konnte z. B. auch einen Jahresgang simulie-
ren) und ¢, = 13 Uhr ergibt sich z. B. fiir C mit w = 2n/p
2 In

T
C=7" 13 =1

6.3 Sprunghafte Temperaturinderung

Im Gegensatz zu den ersten beiden Beispielen fluktuiert die Temperatur an der Bodenoberflache
nicht in Form einer Sinusfunktion, sondern dndert sich unmittelbar vor dem Zeitpunkt ¢ = 0 abrupt
von der Temperatur 7; auf die Temperatur 7 und bleibt sodann konstant. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird
angenommen, dass die Temperatur im gesamten Tiefenprofil auler an der Oberfldche z = 0 selbst
gleich 7; betrdgt. In unendlichem Abstand von der Oberfliche bleibt die Temperatur 7; auch mit der
Zeit konstant; in endlichem Abstand wird sie sich der Temperatur an der Oberflache T ndhern. Ge-
sucht ist daher die Funktion der abhéngigen Variablen 7 von den unabhéngigen Variablen s und ¢.
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Die Losung der Diffusionsgleichung unter diesen Anfangs- und Randbedingungen ist nicht nur fiir
die Wiarmebewegung von Interesse, sondern auch fiir die Wasserbewegung (z. B. Eindringen einer
Infiltrationsfront in den Boden). Sie wurde daher im Anhang (7.6) unter Anwendung der Boltz-
mann-Substitution fiir beide Falle gelost.

Die sich ergebende Funktion der Temperatur in Abhidngigkeit von der Ortsvariablen s und der Zeit ¢
lautet

-

S
T(s,0) =T+ (Ty—T)) - erfc| — —
R et

wobei erfc die Komplementiarfunktion zum Wahrscheinlichkeitsintegral ist (erfc (u#) = 1 —erf (u)).
Werte der Funktion kdnnen mit Hilfe des Strukturcodes im Anhang (7.6.1) ermittelt werden.
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7.1

7. ANHANG

7.1.1 SI - Internationales Einheitensystem

SI =,,Systéme Internationale d’Unités*. Groflen, Namen und Formelzeichen nach ON V 118 [1996]

"GrofBen und Einheiten in Physik und Technik"

Formelzeichen, Einheiten und Definitionen div. physikalischer Grofien

Tabelle 7-1:  Liste der verwendeten Formelzeichen
Formelzeichen SI-Einheit Grofle
Zeichen Name
m-s > Beschleunigung
g m-s Fallbeschleunigung
Normwert : gn = 9,80665 m/s’
[ m Meter Lange
m kg Kilogramm Masse
P Pa Pascal Druck (Pa=N'm > =kgm "s?)
q m’m s Durchflussrate
t S Sekunde Zeit
t °C Grad Celsius Celsiustemperatur
v, U, w m-s! Geschwindigkeit
A m’ Quadratmeter Flacheninhalt
E = kg'm*s ) Energie
F N Newton (kgm-s?) Kraft
G Gewicht
P Watt (=J's ' =kg'm?s ™) Leistung
0 m’s! Fluss, Durchfluss, Volumenstrom
T K Kelvin Temperatur
V m’ Kubikmeter Rauminhalt (Volumen)
w J Joule (=Nm = Arbeit
a, f,y.. rad Radiant Ebener Winkel
E Fm' Farad je Meter Permittivitit
n (Eta) (Pars=kgm "s7) dynamische Viskositit
6 (Theta) m m> Wasseranteil
A (Lambda) |W-K 'm™ Wirmeleitfahigkeit
v (Ny) (m*s™) kinematische Viskositit
p (Rho) kgm™ Dichte
o (Sigma) N'm™' N'm ' =kgs™ Oberfldchenspannung
7 (Tau) Pa Pascal Schubspannung (1 Pa=1 N'm %)
o (Omega) rad-s™’ Winkelgeschwindigkeit

(boden-)physikalische Grofen, Einheiten und ihre Formelzeichen
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" In Osterreich liegt die Fallbeschleunigung zwischen 9,7960 m/s* (Gipfel des GroBglockners) und
9,8095 m/s” (nordliches Niederdsterreich).

10000
Druckangaben: 1 hPa =1 mbar = 9810 1,019368 cm WS

7.1.2 Definitionen und Formelzeichen diverser bodenphysikalischer Grofien

[ms] =kg Feststoffmasse
V] =m’ Gesamtvolumen; Volumen, das Feststoffe und Poren einnehmen: V="V,+V,
[Vs] = m’ Feststoffvolumen; V; und Gesamtvolumen J konnen mittels des Porenanteils »
in Beziehung zueinander gesetzt werden: n=V,/V=WV-V)/V, n-V=V-V,,
Vi=V-(1—n) und V="V;/(1—n). Es gilt aber auch Vs=my/ps
[n] =dim.los Porenanteil; besitzt eigentlich die Dimension L*-L™; Der Porenanteil ist das
Porenvolumen geteilt durch Gesamtvolumen: n="V,V
Es giltauch n=n,+n;. Mit V,=V—-V,=V—m,/ps erhilt man n liber die Fest-

. V-mlps __my
stoffdichte aus n = 7A 1 72

. Pd
bzw. mit m,/V = =1-
" ZwW. mit m, Dd n s

Wird eine ungestdrte Bodenprobe vollstindig mit Wasser gesattigt und die Mas-

se der Probe im geséttigten als auch im ofentrockenen Zustand bestimmt, errech-
. . Vw my  (mgt+my,)—mg

net sich der Porenanteil aus np=n,, = VoV P

Weil eine vollstindige Wassersittigung bei vielen Boden sehr schwer zu erzie-

len ist, erfolgt die Bestimmung des Porenanteils im Labor entweder aus p, und p,

oder mit dem Gaspyknometer [DANIELSON und SUTHERLAND, 1986]

V] = m’ Porenvolumen; ist mitunter vollstidndig, teilweise oder gar nicht mit Bodenwas-
ser oder Bodenluft gefiillt: Vo=Vt Vi
[7;]] =dim.los Porenanteil, der mit Bodenwasser (mit dem Volumen V) gefiillt ist:n; = V;/V
[S] =dim.los Sittigung; Bodenwasservolumen geteilt durch das Porenvolumen: S=V;/V,
[7,] =dim.los Porenanteil, der mit Bodenluft (mit dem Volumen V,) gefiillt ist: n,=V,/V
[ns] =dim.los Anteil des Feststoffvolumens am Gesamtvolumen ng=V,/V

ngt+n+n,=1
[e] =dim.los Porenzahl;e="V,/Vi=n-V/(V-(1-n))=n/(1-n)=1/n—-1
[ps] = kg-mf3 Feststoffdichte, Feststoffmasse geteilt durch Feststoffvolumen: ps=mg/Vy
Die englische Bezeichnung fiir p, lautet “mineral density”
[p] =kgm”> Trockendichte, Feststoffmasse geteilt durch Gesamtvolumen: pa=mglV
Die englische Bezeichnung fiir p, lautet “bulk density”

Der Begriff der Lagerungsdichte [ONORM B 4490, 1981], mit dem in der Bodenmechanik mitunter
die relative Dichte (eine dimensionslose Verhiltniszahl) D, = (nyuax — 1)/ (Mmax — Amin) (Mit 7y, als
Porenanteil bei der dichtesten und #,,, bei der lockersten Lagerung) bezeichnet wird und der zur
Beurteilung des Zustandes grobkorniger Boden (sehr locker, locker, mitteldicht, dicht, sehr dicht)
[PREGL, 1980] dient, ist in der Bodenphysik nicht definiert und sollte in diesem Fachgebiet ver-
mieden werden.

Ahnliches gilt fiir die effektive Lagerungsdichte Ld, die gemil ARBEITSGRUPPE BODEN [1996]
und DVWK-Heft 115 [1980] bei Mineralbdden aus der Trockendichte und dem Tongehalt in
Masse-% (7) wie folgt berechnet werden kann: Ld = p;+0,009-T.

Dieser Parameter wird insbesondere im DVWK-Heft 116 [1982] zur Abschétzung der Durchléssig-
keit aus der Bodenart verwendet.
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7.1.3 Zusammenstellung von Einheiten und Groflen in der Stochiometrie

[m,]

[7]

[L]

[m4]

[4/]

=kg

= mol

-1
= mol

:kg

= dim.los

atomare Massenkonstante; m, = (1,6605402+0,0000010)x107*" kg.

[ON V 118, 1996]. m, entspricht 1/12 der Masse eines neutralen Atoms des
Nuklids "*C im Grundzustand. (Wenn man sich auf ein spezielles Atom mit der
Ordnungszahl (Protonenzahl) Z und der Massenzahl (Nukleonenzahl) 4 bezieht,
spricht man auch von einem Nuklid [MORTIMER, 1996]).

Die atomare Massenkonstante m, wird vielfach als atomare Masseneinheit (1)
auf Atome, Molekiile und deren Bestandteile angewendet.

Stoffmenge. Natiirlich kdnnte man als Einheit der Stoffmenge einfach ein Teil-
chen (Molekiil) des betreffenden Stoffes festlegen. Diese Einheit wiirde jedoch
in der Stochiometrie immer riesige Grofen fiir #n ergeben. Als Einheit der Stoft-
menge wurde daher das Mol festgelegt, das genau der Anzahl an Teilchen ent-
spricht, mit der das Nuklid '*C (im Grundzustand) eine Masse von 0,012 kg
ergibt. Nachdem ein Teilchen 12C die zwolffache Masse von m, bzw. 12 u be-
sitzt, sind 1/(12-m,) Teilchen pro Kilogramm und damit 1/(12-m,)*0,012 kg =
0,001 kg/m,, Teilchen fiir eine Masse von 0,012 kg erforderlich. Die Stoffmenge
1 mol umfasst demnach genau 0,001 kg/(1,6605402x 107" kg) = 6,0221367x10%
Teilchen. Diese Anzahl wurde als Loschmidtschle Zahl L definiert [SCHAUM,
1976]: L:O,OOII;igumol

Avogadro-Konstante oder Loschmidtsche Zahl; L = 6,0221367x 10% mol ™.

L gibt die Anzahl an Teilchen an, die in einem Mol bzw. pro Mol enthalten sind
und ist daher jene Anzahl an Atomen des Nuklids '*C im Grundzustand, die eine
Masse von 0,012 kg ergeben. | L-m, =L-1u=0,001kg'mol ' =1g-mol ']
Atommasse; durchschnittliche, von der relativen Haufigkeit der vom Element
existierenden Isotope abhéngige Masse eines Atoms (mitsamt den Elektronen).
Da die Atommassen der einzelnen Elemente in der Einheit kg unhandliche Zah-
len sind, ist in Tabellenwerken zumeist nicht die Atommasse selbst, sondern die
relative Atommasse angefiihrt.

relative Atommasse; die auf die atomare Massenkonstante bezogene Masse
eines bestimmten Atoms (Nuklids). 4, ist z. B. im Periodensystem der Elemente
eingetragen. A, =mg/m,

Die Atommasse m, ergibt sich demnach aus

Natiirlich liee sich die Atommasse auch in der Einheit u angeben. Da m, = 1u

ist und daher m, = A, u ist, ist der Zahlenwert der dimensionslosen Grofle A,

ident mit dem Zahlenwert der Atommasse m, in der Einheit u (es ist also egal,

ob man den Zahlenwert von 4, als dimensionslose Verhiltniszahl auffasst, die

mit m, zu multiplizieren ist um m, zu erhalten, oder eben als Zahlenwert der

GroBe m, mit der Einheit u).

Teilchenmasse; z. B. ist die Masse eines Molekiils die Summe der Masse seiner

Atome. Es gilt auch m=M/L und m=m, 2A,.

Molare Masse; Masse in kg, die 1 mol eines Stoffes besitzt. Wenn ein Teilchen

des Stoffes die Masse m besitzt und in einem Mol die Anzahl L an Teilchen ent-

halten ist, dann muss gelten: M =m-L

Weiters ist {M}-kgmol ™" = (24,) ‘m, L = (24,) 1 grmol ' = (24,)x10~ kg'mol ",
[ (M} kg'mol " = (£4,)x10° kg'mol ' |

d. h. der Zahlenwert der dimensionslosen relativen Masse eines MoleKkiils als

Summe der relativen Massen seiner Atome ist gleich dem Zahlenwert der

molaren Masse in der Einheit g-mol_l; die molare Masse in der Einheit

kg-mol ' entspricht einem Tausendstel der relativen Molekiilmasse.
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Grofen fur die relativen Atommassen der Elemente, die atomare Massenkonstante oder fiir andere
atomphysikalische Gro3en werden von der CAWIA — Commission on Atomic Weights and Isotopic
Abundances — aufgestellt. CAWIA ist ein Komitee der Division of Inorganic Chemistry in der
International Union of Pure and Applied Chemistry (IUPAC). Die Empfehlungen aus dem Jahre
1984 wurden z. B von MOORE [1990] im Periodensystem der Elemente zitiert, jene von 1986 von
JAKUBKE und KARCHER [1998]. Neueste Werte stammen aus dem Jahr 1999 (siche Homepage
der CAWIA [http://www.physics.curtin.edu.au/iupac/]).

Fiir das Kohlenstoffnuklid '*C gilt nach den obigen Definitionen: Die Nuklid- bzw. Teilchenmasse

m = 12u, die Anzahl der Teilchen pro Mol betrdgt L und die molare Masse M daher
M=m-L=12u-L=12x1,6605402x10"*"kg x 6,0221367x10% mol ' = 0,012 kg'mol ';

d. h. die relative Atommasse von 4, = 12 entspricht unmittelbar der molaren Masse von 12 grmol ™.

Die durchschnittliche relative Masse eines Wasserstoffatoms betrdgt laut DE LAETER [2003]
A, (H) =1,00794, jene des Sauerstoffatoms 4,(O) = 15,9994. Die relative Masse eines Wassermole-
kiils ist daher anzugeben mit m, 0 = 2%1,00794 + 15,9994 = 18,01528,

die absolute Masse mit 7 120 = M, pom, = 18,01528%1,6605402x10 " kg

und die molare Masse Moo = 18,01528x 107 kg-mol_l. (7-1)

Tabelle 7-2:  Zusammenstellung der Konzentrationseinheiten [nach SCHAUM, 1976]

Bezeichnung Symbol| SI-Einheit Definition
Massenkonzentration oder ps kg'm™ Masse des gelosten Stoffes ms
Partialdichte bzw. g/l Volumen der Lésung Vst
Molaritit Cs mol'm Menge an geldstem Stoff g
Volumen der Losung Vs
Normalitdt Obsolet! | Aquivalentmenge an geldstem Stoff
val1™! Volumen der Losung
Massenprozent dim.los Masse an gelostem Stoff
100 Masseneinheiten der Losung

Molalitdt Cs* molkg™’ Menge an gelostem Stoff ns

Masse des Losungsmittels my,
Molenbruch einer Komponente X dim.los Stoffmenge dieser Komponente | ng

Stoffmengen aller Komponenten | ng;

_ Menge einer Komponente in mol _ mg/Msg

~ Menge einer Komponente in mol + Menge Losungsmittel in mol — mg/Ms+my /M
Mo Masse S Index fiir Stoff bzw. Losungskomponente
M........ Teilchenmasse L. Index fiir Losungsmittel (z. B. Wasser)
m/M=n SL......... Index fiir Losung [KASTANEK, 1998]
AuBerdem gilt: Molaritit = Molalitét x Partialdichte des Losungsmittels (Cs = Cs* -pr)

Beispiel 7-1:  Wie viel Gramm Schwefelsaure befinden sich in einer 0,5-molaren Lo-
sung?

Eine 0,5-molare (0,5m) Schwefelsaurelosung enthalt 0,5 mol H,SO4 in einem Liter
Losung. Da Schwefelsaure eine relative Molekularmasse von
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2x1,008 + 32,06 +4x15,999 = 98,07 bzw. eine molare Masse von 98,07 g'mol™" be-
sitzt, besagt dieser Konzentrationsausdruck gleichzeitig, dass 0,5x98,07 = 49,04 g
H>SO, in einem Liter Losung vorliegen [SCHAUM, 1976].

Beispiel 7-2: 25 ml einer 0,1-molaren Tetranatriumdiphosphat-Dekahydrat-Lésung wer-
den in einem Schlammzylinder mit Wasser auf 1| aufgefullt. Wie viel Gramm des
Stoffes befinden sich im Eindampfrest von 20 ml, die mit einer Pipette aus dem Zylin-
der entnommen wurden?

Tetranatriumdiphosphat-Dekahydrat — NasP,07x10 H,O — dient als Dispergierungs-
mittel. Es wird z. B. bei der Korngrof3enbestimmung mit der Feinsiebung oder mit
dem Pipetteverfahren nach KUBIENA der Suspension von Bodenteilchen im
Schlammzylinder zugesetzt. Normalerweise werden in den 25ml der 0,1-molaren
Dispergierungsmittelldsung noch eine gewisse Menge an Bodenteilchen dispergiert,
sodass sich in der Lésung von 11 im Schlammzylinder bzw. in der Pipette auch
Bodenteilchen befinden. Doch sollte bei einer Versuchsserie auch ein Schlammzylin-
der ohne Boden angesetzt werden, um eben herauszufinden, wie viel Dispergie-
rungsmittel sich in einer Pipette befindet.
Natrium besitzt eine relative Atommasse A,(Na)= 22,990, P eine solche von
A (P) =30,974, O von 15,998 und A,(H) = 1,008.
Ein Molekulverband NasP,07x10 H,O besitzt daher die relative Masse von

4x22,990 +2x30,974 + 7x15,998 + 10x(2x1,008 + 15,998) = 446,034.
Die relative Molekiilmasse entspricht unmittelbar der molaren Masse in g-mol™, die
molare Masse betragt also 446,034 g-mol™". Nachdem ein 0,1-molare Lésung des
Dispergierungsmittels hergestellt werden soll, sind hierfur pro Liter Loésung
0,1%x446,034 = 44,6034 g/l erforderlich (Die ONORM L 1064 schreibt allerdings
44,608 g/l vor, und die Herstellerfirma MERCK gibt auf der Verpackung eine molare
Masse M (NasP207%x10H,0) = 446,06 g/mol an, was durch unterschiedliche Isoto-
penzusammensetzung aufgrund des Herstellungsprozesses gedeutet werden kann).
Allerdings sind von den 44,6034 g/l Tetranatriumdiphosphat-Dekahydrat

0,1x10x%(2x1,008 + 15,998) = 18,0140 g/l Wasser

und nur 44,6034 - 18,0140 = 26,5894 g/l NasP>0O7
enthalten, in 25ml, die dem Schlammzylinder zugesetzt wurden, also nur
0,025%26,5894 = 0,664735 g bzw. 0,664735 g/l Losung. Mit einer 20-ml-Pipette wer-
den davon 0,020x0,664735 = 0,0132947 g entnommen.
Im Labor wurden Werte um 0,012 g festgestellt, jedoch auch einige tber 0,0133 g.

7.1.4 Umrechnung verschiedener Potenzialangaben

Die Umrechnung von einer Potenzialangabe des Bodenwassers in eine andere mit unter-
schiedlicher Dimension bedarf genau genommen der kompletten Kenntnis des thermodyna-
mischen Zustandes. Fiir bodenphysikalische Zwecke reichen hierfiir allerdings grobe Annahmen
vollkommen aus.

Mit Hilfe dieser Annahmen soll nun der auf die Masse des Kontrollvolumens bezogene relative
Energieinhalt y in der Einheit Jkg ' bzw. kgrm*s >kg™' =m”s ™ als AusgangsgroBe in verschie-
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dene andere Potenzialangaben umgerechnet werden. Kennt man das Volumen V" des Kontrollvolu-
mens, so besitzt dieses eine Masse M = V' -p. Kennt man weiters die Energiedifferenz AE zum Refe-
renzpotential, ist y = AE/M = AE /(p-V) bzw. AE=y p-V.

Fiir den Druck in der SI-Einheit MPa bzw. fiir das auf das Volumen bezogene Potenzial LL* als Ziel-
grofle gilt allgemein bei bekannter Dichte
(W'} MPa= {y}x10%Pa= {y }x10"Jm > = {y}J-kg - {p} kgm”
{y'} MPa = 10" {y}-{p}-J'm"
bzw. als reine Zahlenwertgleichung {z//*} =10 {y}-{p}.

[1//*] = MPa auf das Volumen des Kontrollvolumens bezogenes Potential; besitzt die Einheit
des Drucks

[w] =Tkg' auf die Masseneinheit bezogenes Potential

[p] =kgm” Dichte der Bodenwasserlosung

Die Dichte von fliissigem Wasser ist kaum von der Temperatur und noch viel weniger vom Druck
abhingig bzw. praktisch konstant mit 1000 kg/m’ anzunehmen. Genauer betrégt sie unter atmosphi-
rischen Bedingungen fiir eine gewéhlte Referenztemperatur von 20°C laut Tabelle 7-9
pr2o = 998,20 kg/m’. Man erhilt also fiir fliissiges Wasser

{y"}-MPa = 10" {y}-998,20-Jm>
bzw. ("} =998,20x107% {y} (t=20°C)

und ndherungsweise (' =10 {y}.

Der Zahlenwert des Druckes " in der wie eh und je gebrauchlichen Einheit bar ergibt sich mit der

Einheitengleichung 1bar=10°Pa=10"'MPa, ihrer Inversen 1MPa=10bar und deren Viel-

fachem {y'}-MPa= {y"}-10-bar= {y" }bar zu {y" } = {y' }-10 bzw. umgekehrt

{y'}=10"{y"},

weshalb unter atmosphirischen Bedingungen bei 20°C 107" {""} = 998,20x10 % {i}

bzw. {y"} =998.20x107 {y} gilt.

[1//**] = bar auf das Volumen des Kontrollvolumens bezogenes Potential; in der nicht SI-
konformen Druckeinheit bar

Néherungsweise kann man setzen {1//**} =102 {y}.

Fiir die Druckhdhe H in der Einheit cm erhdlt man H=AE/(p-g-V)=wp-V/(p-g-V)=w/g.
{(H}-cm= {H}-10 >m = {y} -m>s 2/(9,80665m's %)

{H} = {w}x100/9,80665 bzw. {H} =10,197-{y}.
[H] =cm auf das Gewicht der Masse des Kontrollvolumens bezogenes Potential; Druck-
hohe

Der pF-Wert ist als dekadischer Logarithmus der positiv genommenen Druckhdhe in cm definiert:
pF=log {—H} =10g (100x9,80665 ' {—y})

pF=2-10g(9,80665)+log {—w}.

Den prozentualen Verhéltniswert der relativen Luftfeuchte RH (%) kann man ebenfalls als Potenzi-

almal} auffassen. RH ldsst sich allerdings erst dann in Abhédngigkeit vom Tensiometerdruck ange-
ben, wenn das thermodynamische System ndher bestimmt wird. Legt man fest, dass keine Netto-
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verdunstung herrscht, muss RH geméill Kapitel 1.4.4 gleich dem Verhiltnis zwischen dem
reduzierten Séttigungsdampfdruck ps und dem Sittigungsdampfdruck pg sein:

RH =E5-x100.
pPs

ps. pr—I1 M
Die mafgebliche Beziehung ist Gleichung 1-13: L_ exp( . )
DPs pw R-T
- . ps _ M
11 sei Null; pr/p,, = w: s exp (l// R -T)

Gleichgewicht zwischen dem Potenzial des Wasserdampfes in der Bodenluft und dem Tensiometer-
druck in der Bodenwasserlosung liegt dann vor, wenn der aktuelle Dampfdruck genau dem redu-
zierten Sittigungsdampfdruck entspricht und damit die relative Luftfeuchtigkeit dem Verhéltnis

ps*/psi
oS M
RH—lOOx’;—S—looXexp(y/ R_T)
Mit den Werten von Seite 42 R=28,314510 Jmol "K' und Mo = 18,015><1073 kg-molf1 erhalt

man fiir eine angenommene Temperatur von 7 =293,15K bzw. t =20 °C

18,015x10"° -P‘l)
8,314510x293,15 2

RH = 100xexp ({y/} ‘Pa-

RH = 100xexp ({y}-7,39108x107°).

Der Sattigungsdampfdruck {iber einer freien Oberflidche betrigt iibrigens fiir diese Temperatur laut
17,27%20

der Funktion 1-16 ps =610,8- e(”””’3j =2338,3Pa.

Spezielle Werte von y sind insbesondere jene Potenziale, die der Feldkapazitit und dem Welke-
punkt zuzuordnen sind. Diese Werte sind zwar beileibe keine Konstanten und variieren u.a. von
Standort zu Standort, doch findet sich in der Literatur oft der Hinweis, dass bei Feldkapazitit eine
Wasserspannung von 1 m bis 3 m herrscht (also in etwa y =—33 J/kg). Viel ofter noch als die Feld-
kapazitit ist der permanente Welkepunkt an einem Pflanzenstandort unbekannt und demzufolge
auch y. Die Annahme, dass der permanente Welkepunkt jener Wassergehalt ist, bei dem der Boden
ein Potenzial von y =—1500J/kg aufweist, wird daher sehr hiufig getroffen. Diese Annahme ist
weit weniger kritisch als jene fiir die Feldkapazitdt, weil sich bei den meisten Kulturboden der Was-
sergehalt mit der Wasserspannung bei H = 15000 cm kaum mehr dndert, wahrend bei H = 330 cm
der Lufteintrittspunkt schon tiberschritten ist und die Retentionskurve eine flache Tangente auf-
weist. Wéhrend also die Abschédtzung des Welkepunktes aus der Retentionskurve zumeist einen
guten Wert ergibt — er entspricht etwa dem Restwassergehalt —, ist die aus der Retentionskurve
abgeleitete Feldkapazitét oft unbrauchbar (im Intervall 1 m bis 3 m liegt nicht selten ein Drittel der
effektiven Sattigung!).
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Tabelle 7-3:

Einige Potenzialwerte des Bodenwassers in verschiedenen Einheiten

AE: relatives Potenzial von Wasser mit einer Masse von 1 kg (und einer Temperatur von 20 °C)
w:  auf die Masseneinheit bezogenes Potenzial
1//*: auf die Volumseinheit bezogenes Potenzial (Druck)
l//**' auf die Volumseinheit bezogenes Potenzial (Druck)
H: auf das Gewicht der Masse bezogenes Potenzial (Potenzialhdhe)
pF: dekadischer Logarithmus der absolut genommenen Potenzialhdhe in cm
RH: relative Luftfeuchtigkeit, bei der die Bodenluft mit dem Bodenwasser (fliissige Phase) im
energetischen Gleichgewicht steht, wenn die fliissige Phase ein Potenzial von y aufweist
entspricht AE W !//* l//** H pF RH
ungefihr J J/kg MPa bar cm - %
-1 -1 —0,001 —0,010 —10,2 | 1,008 | 99,9993
—-10 —-10 —0,010 —0,100 —102,0 | 2,008 | 99,9926
Feldkapazitit —33 —33 —0,033 —0,329 —336,5 | 2,527 | 99,9756
—100 —100 —0,010 —0,998 —1019,7 | 3,008 | 99,926
—1000 —1000 —0,998 —9,982 -10197 4,008 | 99,264
p. Welkepunkt —1500 —1500 —1,497 —14,973 —15296 4,185 | 98,897
—10000 —10000 —9,982 —99,82 —101972 5,008 | 92,88
lufttrocken —100000 | —100000 | —99,82 —998,2 —1019720 6,008 | 47,75
ofentrocken —1000000 |—1000000 | —998,2 —9982 —10197000 7,008 | 0,06
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7.2 Beschreibung einiger physikalischer Eigenschaften und Zustandsgrofien

7.2.1 Temperatur T
Umrechnung der Temperatur von Kelvin in Grad Celsius (in Anlehnung an ON V 118 [1996]):

t T
g 2735 1°C = 1K (exakt) (7-2)

[7] =°C Temperatur in Grad Celsius
[T] =K Temperatur in Kelvin

(beachte, dass die Spezifikation der Einheiten durch eine separate Legende nicht notwendig wire,
weil sie definitionsgemil bereits durch die Bruchschreibweise gegeben ist).

Ein Kelvin ist definiert als 1/273,16 der thermodynamischen Temperatur des Tripelpunktes des
Wassers. Der Nullpunkt der Celsiustemperatur liegt daher exakt um 0,01 K tiefer als der Tripel-
punkt des Wassers.

7.2.2 Dynamische Viskositit

Die dynamische Viskositdt ist eine stark stoffabhidngige GroBe und fiir einen bestimmten Stoff in
erster Linie eine Funktion der Temperatur. Die Abhdngigkeit vom Druck ist nur gering.

Die dynamische Viskositdt 7 von Wasser wird weltweit fiir die Eichung von Viskosimetern heran-
gezogen und wurde daher in einem Technical Report der ISO [ISO/TR 3666, 1998] genormt.

n von frischem, doppelt destilliertem Wasser bei 20 °C und einem Druck der Normatmosphédre von
0,101325 MPa betragt

n=1,0016 mPa-s

Der zugehorige relative Fehler dieses Wertes betrdgt dem Report zufolge 0,17 %.

Weiters sind in einer Tabelle relative Viskosititswerte fiir verschiedene Temperaturen zusammen-
gestellt, die sich auf den Normwert der Viskositdt bei 20 °C beziehen. Die absoluten Werte wurden
daraus selbst errechnet (1 mPa's = 1x10% g-em s ).

Tabelle 7-4:  Relative dynamische Viskosititen 7, = 5 () /n (20 °C) von reinem Wasser bei ver-
schiedenen Temperaturen [ISO/TR 3666, 1998] sowie absolute Werte

Temperatur |Relative dynamische Viskositit|dynamische Visko-

t ne=n(5)/n (20°C) sitéit 7 (1)
(°C) (dimensionslos) (mPa-s)

15 1,1360+0,0006 1,1378

20 1,000000 1,0016

23 0,9306+0,0004 0,9321

25 0,8885+0,0003 0,8899

30 0,7958 +0,0003 0,7971

40 0,6514+0,0002 0,6524

Fiir Temperaturen ¢, die nicht explizit im Technical Report der ISO angefiihrt sind, ist zur Bestim-
mung von 7 () eine Interpolation der Tabellenwerte erforderlich. Mdchte man die Viskositét in der
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Einheit mPa-s auf drei Nachkommastellen genau angeben — was geméf3 ISO/TR durchaus gerecht-
fertigt ist —, geniigt eine einfache Linearinterpolation nicht. Statt dessen ist in Betracht zu ziehen,
dass die Temperatur und die dynamische Viskositit nach den GesetzméBigkeiten der Natur in funk-
tionalem Zusammenhang stehen, der fiir die Interpolation benutzt werden kann.

Fiir Flissigkeiten im Bereich 0 <7< 100 (¢ in °C) bzw. 273,15 < T<373,15 (T in K) kann man laut
TRUCKENBRODT [1980] ansetzen:

TA TA
T+T, T,+T

/A bzw. n=n,-¢€
w5
Ty+Tp

[7] =Pas Dynamische Viskositét bei gegebener Temperatur
[7s] =Pas BezugsgroBe, dynamische Viskositét bei gewéhlter Bezugstemperatur 77
[T4] =K Konstante, aus Messungen ermittelt fiir Wasser: 7, = 506 K
[Tsg] =K Konstante, aus Messungen ermittelt fiir Wasser: 75 = —150 K
[7] =K vorgegebene Temperatur
[T}] =K Bezugstemperatur

Fiir die (gewihlte) Bezugstemperatur 7, = 0 °C bzw. 273,15 K gibt TRUCKENBRODT einen Wert
von 7, = 179,3%x107 Pa-s an. Fiir die dynamische Viskositit des Wassers bei einer beliebigen Tem-

peratur folgt hierfiir:
[ 506 506 j
7 =179,3%107 .\ 7150 273.15-150 (7-3)
[7] =Pas Dynamische Viskositét bei gegebener Temperatur
[7T] =K vorgegebene Temperatur

Um die Temperatur in der obigen Formel in °C einsetzen zu konnen, ist eine Umrechnung mit der
1,1

Formel 7-2 (T'=1t+273,15K) vorzunehmen. Benutzt man aullerdem fiir # die Einheit g.cm s

anstelle Pa-s (1 Pa's = 1kg'm s = 10 g-em ''s"), ergibt sich fiir Formel 7-3

[ 506 506 j
;7 — 179’3)(104 .e t+123,15 123,15
[7] =gem s ' Dynamische Viskositit bei gegebener Temperatur
(7] =°C vorgegebene Temperatur
[ 506 J
bzw. nach Umformung n=2,9454x107" e\ (7-4)
[7] = g-cm_l-s_l Dynamische Viskositét bei gegebener Temperatur
[7] =°C vorgegebene Temperatur

In der Tabelle 7-5 werden die auf zwei Nachkommastellen gerundeten Ergebnisse der Formel 7-4
mit Werten von BOLLRICH und PREIBLER [1992] verglichen, in Tabelle 7-6 die auf vier Nach-
kommastellen gerundeten Resultate mit den Angaben des ISO/TR 3666 [1998]. Wéhrend sich in
Tabelle 7-5 eine recht gute Ubereinstimmung zeigt, muss man an Hand der Tabelle 7-6 feststellen,
dass die Genauigkeit zumindest der Modellparameter fiir eine Angabe von # auf drei signifikante
Stellen unzureichend ist.
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Tabelle 7-5:  Dynamische Viskositit von Wasser als Funktionswert nach TRUCKENBRODT
[1980] und Tabellenwert von BOLLRICH und PREIBLER [1992]

tin °C 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 30 50 100
ningem s 'x10% [1,79 1,68 1,58 1,48 1,40 1,32 1,24 1,18 1,12 1,06 1,01 0,80 ,547 ,284
ningem s'x10%"[1,79 1,67 1,57 1,47 1,39 1,31 1,24 1,17 1,12 1,06 1,00 0,80 0,55 0,28

" Werte von BOLLRICH und PREIBLER [1992] fiir reines, luftfreies Wasser bei 1013 hPa.

Tabelle 7-6:  Dynamische Viskositdt von Wasser als Funktionswert nach TRUCKENBRODT
[1980] und Tabellenwert im ISO/TR 3666 [1998]

tin °C 15 20 23 25 30 40
5 in mPa-s” 1,1477 1,0099 0,9392 0,8963 0,8017 0,6548

*

5 in mPa-s” 1,1378 1,0016  0,9321 0,8899 0,7971  0,6524

Um eine bessere Ubereinstimmung zu erzielen, wird nun zwar die Modellbeziehung von
TRUCKENBRODT verwendet, jedoch als Bezugstemperatur # =20 °C und als Bezugswert fiir die
dynamische Viskositit 7, =1,0016x10" Pa‘s aus dem ISO/TR 3666 gewihlt. Die Werte fiir die
beiden Konstanten 7, und T3 werden nicht von TRUCKENBRODT iibernommen, sondern als va-
riable Parameter betrachtet und aus einer Optimierung an die gegebenen Werte des ISO/TR 3666
bestimmt, wobei die unterschiedlichen Fehlergrenzen fiir die Tabellenwerte unberiicksichtigt blei-
ben (es wird angenommen, dass alle sechs Werte dieselbe absolute Genauigkeit besitzen). Die ent-
sprechende Optimierung ergab folgende Parameterwerte (zwei Nachkommastellen sind ausrei-
chend): T,=463,19
Ts=-155,76

Mit diesen Werten fiir 7 und 73 erhdlt man folgende Beziehung in Anlehnung an TRUCKEN-
BRODT [1980]:

463,19 463,19

n(T)=100,16x10" - e[T155’76 ) 273’15*20*155’76J 291,15K <7<303,15K

[ 46319 463,19j
bzw. n()=1,0016-¢ (+117,39 137,39

463,19 ]

oder n(t)=0,034398 - e[’“”’” 15°C <t<40°C (7-5)

[7] =mPas=gm ''s' Dynamische Viskositit bei gegebener Temperatur

[7] =°C Temperatur in Grad Celsius

Tabelle 7-7:  #n aus der optimierten Modellbeziehung in Anlehnung an TRUCKENBRODT
[1980] und die hierfiir herangezogenen Werte aus ISO/TR 3666

tin°C 15 20 23 25 30 40
#n in mPas aus Modell 1,1376 1,0016 0,9320 0,8898 0,7968 0,6526
n in mPas aus ISO/TR 3666 1,1378 1,0016 0,9321 0,8899 0,7971 0,6524

Die Funktionswerte dieser optimierten Modellbeziehung weichen von den im ISO/TR 3666 gege-
benen Werten um weniger als 4/10000 ab. Sie liefert daher fiir drei Nachkommastellen ausreichend
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genaue Interpolationswerte fiir die dynamische Viskositdt von reinem Wasser bei einer Temperatur
im Bereich 15°C <1 <40°C.

Fiir die Giite der Anpassung liber den angegebenen Wertebereich hinaus wird nicht garantiert. Ins-
besondere sei darauf hingewiesen, dass die Funktion7-5 fiir 0°C einen Wert von
ny=177,9x107 Pa's liefert, wihrend TRUCKENBRODT (siche oben) #(0°C)=179,3x10 Pa-s
angibt — derselbe Wert wird iibrigens auch von BOLLRICH und PREIBLER zitiert.

7.2.3 Dichte des Wassers pmu20

Das Wasser tritt im Boden iiberwiegend als benetzende fliissige Phase auf. Im Bodenwasser bzw. in
dieser benetzenden fliissigen Phase sind Inhaltsstoffe im allgemeinen in groBeren Konzentrationen
als im Grundwasser gelost. Die Dichte des Wassers in der Fliissigphase kann fiir die meisten
bodenphysikalischen Vorgénge als konstant betrachtet werden. Wasser tritt dariiber hinaus in der
Bodenluft als Wasserdampf auf, und das bei durchschnittlich viel héheren relativen Luftfeuchtig-
keiten als in der freien Atmosphére. Thermodynamisch ist die Bodenluft als Gas-Dampf-Gemisch
zu betrachten, deren Dichte stark vom Druck und von der Temperatur bzw. vom herrschenden
thermodynamischen Zustand abhingig ist.

Physikalische Modellierung der Abhédngigkeit der Dichte vom Druck und von der Temperatur
Fiir die totale Dichtednderung eines Fluids kann man schreiben [TRUCKENBRODT, 1980a]:

_9 p

Um spiter die Funktion der Dichte auf der Basis eines Referenzwertes darstellen zu koénnen (und
nur die Anderungen — jedoch nicht die Absolutwerte — mit p und T funktional beschreiben zu miis-
sen), aber auch aus anderen Griinden, wird die infinitesimale Zunahme dp auf die Dichte selbst

d_10p . 1
bezogen o p op dp +p oT dTr
und fr als (isothermer) Kompressibilititskoeffizient und S, als (isobarer) Warmeausdehnungskoef-
fizient eingeflihrt
_L1 (% __ 1 Qa)
b=, (ap)T Br="0 (an’
sodass man zur Gleichung £1p£ =pr-dp—p,-dT

gelangt. fr (in Pa™') und By (in K™") stellen jeweils die bezogenen Anderungen infolge der
Kompressibilitdt (bei konstanter Temperatur) bzw. infolge der Warmeausdehnung (bei konstantem
Druck) dar. Zwischen dem (kubischen) Elastizitdtsmodul Er eines Fluids und dem Kompressibili-
tatskoeffizienten fr besteht der Zusammenhang Er = 1/f7. Verlaufen die Stromungsvorgéinge bei
méfBigen Druck- und Temperaturdnderungen, dann ist wegen dp = 0 und d7'= 0 die Dichteénderung
dp = 0. Bei einem dichtebestéindigen Fluid (p = const.) ist fr=0=f,. Fiir das Dichteverhéltnis
eines dichteverdnderlichen Fluids erhdlt man durch Integration

P T P T
[IﬁT dp~ [ p, dT] [jﬁT dp - | B, dT]
ﬂze Pb Ty bzw. pP=p,-€ Pb Ty
Py
[p] =kgm” Dichte bei vorgegebenem Druck und vorgegebener Temperatur
[ps] =kgm> Bezugsdichte (bei einem bestimmten Druck und einer bestimmten Temperatur)
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[rp] =Pa Vorgegebener Druck

[pp] =Pa Druck fiir die Bezugsdichte

7] =Pa’ isothermer Kompressibilititskoeffizient
[T =°C Vorgegebene Temperatur

[T5] =°C Temperatur fiir die Bezugsdichte

By] = K™ isobarer Wiarmeausdehnungskoeffizient

Neben der Kenntnis einer Bezugsdichte p;, ist auch der Verlauf von fr und S, notwendig (wobei die
Funktion fiir f7 von der Temperatur abhéngig sein kann und f, vom Druck).

Fiir Wasser dndert sich der Kompressibilititskoeffizient f7 mit dem Druck, aber auch mit der Tem-
peratur nur wenig und kann daher konstant mit f7=5x10"'""Pa”' angenommen werden. Das Integral
fiir B betrdgt dann 5x107'%(p—p,) = 0, und ¢’ = 1. Die Funktion der Dichte vereinfacht sich damit

flir Wasser zu p= TL . (7-6)
j B, dT

e

Im Gegensatz zum Kompressibilitdtskoeffizienten fr variiert der Warmeausdehnungskoeftizient S,
mit der Temperatur. Fiir p = 1 bar gelten folgende Werte [ TRUCKENBRODT, 1980a]:

Tabelle 7-8:  Verlauf des (isobaren) Warmeausdehnungskoeffizienten mit der Temperatur
t (°C) 0 4 50 99,6
B, K" |-0,085x107° 0 0,46x10°  0,75x10°°

Weil die Dichte bei rund 4 °C ein Maximum (Anomalie des Wassers) aufweist, ist 5, (4 °C) = 0.
Genau dieses Dichtemaximum wird zumeist als Bezugsdichte gewihlt. Sie betrdgt fiir entliiftetes

Wasser in der Isotopenzusammensetzung von SMOW (= Standard Mean Ocean Water) unter einem
Druck von po=101325Pa genau pp = puax = 999,97495+0,00084 kg/m3.

Urspriinglich war beabsichtigt, das Ur- bzw. Archivkilogramm mit genau der Masse herzustellen,
die 1dm’® Wasser bei 4°C und 1 bar besitzt. Demnach hitte sich die Wasserdichte pnq genau zu
1 kg/dm® ergeben. Da jedoch die Masse des Archivkilogramms geringfiigig groBer ausgefallen ist,
sind pyq bzw. pp €in wenig kleiner als 1000 kg/m3 )

Anstelle eine groBe Anzahl an Werten fiir 5, bei verschiedenen Temperaturen experimentell zu
bestimmen, an diese eine Funktion f, (f) anzupassen und daraus die Dichte von Wasser zu berech-
nen, wird in der Praxis die Dichtefunktion p, (¢) selbst numerisch modelliert. Hingegen ist die
Bestimmung von p (¢) aus der Formel 7-6 fiir Fluide, die von beiden Parametern (7 und p) ausge-
pragt abhiangig sind, durchaus auch in der Praxis sinnvoll.

Dichtewerte von reinem Wasser, Meerwasser und Bodenwasser

International genormt und deshalb fiir die Anwendung unbedingt empfohlen sind die Werte aus
ISO/TR 3666 [1998]. Leider umfasst der Bericht nur Werte in der Ndhe der Zimmertemperatur
bzw. im Bereich [15 °C, 40 °C].

Tabelle 7-9:  Dichte p,, von reinem Wasser laut ISO/TR 3666 [1998]

Tin°C 15 20 23 25 30 40
pw in kg/m’ 999,10 998,20 997,54 997,04 995,65 992,21

Dynamische Viskositdt, Dichte, kinematische Viskositét Seite 181



Die untenstehende Tabelle umfasst Tabellenwerte von BOLLRICH und PREIBLER [1992] und von
TRUCKENBRODT [1980a]. Obwohl die Abweichungen zu den Werten der ISO/TR im {iberlap-

penden Bereich gering sind, sollte jenen der Tabelle 7-9 der Vorzug gegeben werden.

Tabelle 7-10:

Relative Raumausdehnung und Dichte von reinem Wasser

Tempera- | Relative Raum- | Dichte p,, | Dichte p,,
tur ¢ ausdehnung f nach [B/P] | nach [TR]
O (%) (kg/m’) (kg/m’)

Eis 9,08 916,70
0 0,0132 999,84 999,84
2 0,0033 999,94
4 0 999,97 999,99
6 0,0032 999,94
8 0,0124 999,85
10 0,0272 999,70
12 0,0475 999,50
14 0,0729 999,24
16 0,1030 998,94
18 0,1378 998,60
20 0,1768 998,21
30 0,434 995,65
50 1,211 988,03 987,79
100 4,34 958.,4 958,18

Durch Salzgehalt oder mitgefiihrte Schweb- und Schmutzstoffe vergrofert sich die Dichte des Was-

sers bzw. der Losung etwas. Das Meerwasser der Ostsee mit 0,94 % Salzgehalt hat eine Dichte von

1007 kg/m®, typisches Meerwasser weist 35 g Salz pro 1000 g Meerwasser und eine Dichte von
1028 kg/m® auf (In 1000 ml sind daher 35x1,028 =36g Salz pro Liter Meerwasser enthalten)
[DENNY, 1993]. Das Meerwasser der baltischen See enthélt nur rund 0,7 % Salzgehalt bzw.
7 g Salz/1000 g Meerwasser, das rote Meer hingegen 4,1 %. In grober Ndherung, insbesondere unter

Vernachlédssigung der Temperaturabhingigkeit, kann die Dichte von Meerwasser in Abhdngigkeit

vom Salzgehalt S (ausgedriickt durch das Verhiltnis g Salz pro 1000 g Meerwasser) formuliert wer-

den durch [MASSIE, 1986]

[pMeerwasser] = kg '1’1’1—3

Schwebstoffhaltiges Flusswasser kann p = 1050 bis 1100 kg/m’ erreichen.

PMeerwasser — 1000+0,75-S

Dichte von Meerwasser
[S] =g107 g Salzgehalt; g Salz pro 1000 g Meerwasser

Im Bodenwasser sind Salze kaum in dhnlich hohen Konzentrationen enthalten wie im Meerwasser.

Die Dichte des Bodenwassers kann daher fiir bodenphysikalische Probleme zumeist konstant

gesetzt werden:

pw=1000kg/m’
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Abbildung 7-1:  Abhingigkeit der Dichte und der dynamischen Viskositdt reinen Wassers von
der Temperatur

Modellfunktion fiir die Dichte von reinem Wasser

TANAKA et al. [2001] haben Ergebnisse von neueren Experimenten zur Bestimmung der Dichte
von Wasser analysiert und an diese eine Beziehung p,, () angepasst, die von THIESEN schon im
Jahre 1900 verwendet wurde. Demzufolge lasst sich die Dichte von reinem, entliiftetem Wasser in
der Isotopenzusammensetzung von SMOW (= Standard Mean Ocean Water) unter einem Druck
von py = 101325 Pa durch folgende Funktion hochgenau angeben:

(t+a) > (t+a)
- az-(t+ay)

pw()=as-| 1 0°C<¢<40°C  (7-7)

[ow (D)]= kg-m73 Dichte von reinem, luftfreiem Wasser in der Isotopenzusammensetzung von
SMOW bei py = 101325 Pa

[7] =°C Temperatur

Die aus der Anpassung ermittelten Parameterwerte betragen

[a;]] =°C Koeffizient; a,1/°C =-3,983035

[a2] =°C Anpassungskoeffizient; ax/°C =301,797

[as] = oC? Anpassungskoeffizient; a3/°C? = 5225289

[as] =°C Anpassungskoeffizient; as/°C = 69,34881

[as] =kgm> Koeffizient; as/(kg'm ) = 999,974950.

TANAKA et al. geben zwar keinen Giiltigkeitsbereich fiir die Formel selbst an, doch ist ein solcher
sogar im Titel ihres Artikels angefiihrt. Dieser wird daher auch der Formel 7-7 unterstellt. Die
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einzelnen Koeffizienten haben mitunter auch einen speziellen Wert, z. B. ist —a; die Temperatur, bei
der das Dichtemaximum auftritt und as die Dichte unter einem Druck von 10° Pa bei dieser Tempe-
ratur. Die Werte, die man mit der Formel 7-7 erhilt, weichen um maximal 0,01 kg-m_3 von den
Normwerten des ISO/TR 3666 [1998] (Tabelle 7-9) ab.

Dartiiber hinaus haben TANAKA et al. [2001] auch den Unterschied in der Dichte zwischen SMOW
und Leitungswasser aufgrund eventuell abweichender Isotopenzusammensetzung (Verhéltnisse
['®*0]/['°O] und [D]/[H]) beschrieben. Weiters geben sie auch den Dichteunterschied zu luftgesit-
tigtem Wasser durch folgende Formel an:

Apy (1) =so+ 51t 0°C<t<25°C
[Ap,, ()] =kg'm™ Differenz zwischen der Dichte von luftgesittigtem Wasser und entliiftetem
Wasser
[s)] =kgm” Koeffizient; empirisch ermittelt: so/(kgm ) =—4,612x10""

[s1] = kg-mﬂ-"Cf1 Koeffizient; empirisch ermittelt: s, /(kg-m73-°C71) =0,106x10""
(7] =°C Temperatur
Ebenso interessant ist die Auswirkung der Kompressibilitit auf die Dichte von Wasser. Die Dichte
bei einer Atmosphére (101325 Pa) ist gemél der Autoren mit dem Faktor
[1+(ko+hy t+kat?) -Ap] 0°C <r<40°C
[Ap] =Pa Differenz zwischen dem herrschenden Druck und dem Standardwert
po=101325Pa
zu multiplizieren, wobei fiir die einzelnen Faktoren folgende Werte ermittelt wurden:
[ke] =Pa’ Koeffizient; empirisch ermittelt: ko/(Pa ") =50,74x107"!
[k1] =Pa '-°C”' Koeffizient; empirisch ermittelt: &, /(Pa '-°C"") = —0,326x10""
[k] =Pa'-°C Koeffizient; empirisch ermittelt: ky/(Pa~'-°C™?)=0,00416x10"" .

7.2.4 Kinematische Viskositat v

[v] = m®s'  kinematische Viskositit

(7] kg'm'-s”' dynamische Viskositit

[p] = kg-m73 Dichte

Nach POISEUILLE [BOLLRICH und PREIBLER, 1992] gilt fiir die kinematische Viskositit von
Wasser in Abhéngigkeit von der Temperatur

B 1,78x10°°
YH20 71 40,0337 - £+0,000221 - £
[v] = m*s'  kinematische Viskositit
[(] = °C vorgegebene Temperatur

Fiir eine Temperatur von 10°C ergibt die Formel einen Wert von v=1,31x0"°m?/s (dieser Wert
stimmt mit dem Tabellenwert von BOLLRICH und PREIBLER [1992] iiberein).

Im ISO/TR 3666 [1998] ist flir die kinematische Viskositidt von doppelt destilliertem, frischem

Wasser bei 20 °C und normal atmosphirischem Druck von 0,101325 MPa ein Standardwert von
v(20°C) = 1,0034x10 °m?/s

angegeben. Die relative Unsicherheit dieses Wertes betrdgt 0,17 %.
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Die Abhingigkeit der Viskositdt des Wassers vom Druck ist vernachlissigbar gering. Beimengun-
gen, wie Salze und Verunreinigungen, konnen die Viskositit dagegen stark verandern. Glyzerin hat
gegeniiber Wasser eine etwa 1000mal groBere kinematische Viskositét.

Da die Dichte von Wasser im Verhiltnis zur dyn. Viskositit mit pyo = 1000 kg/m® =1 g-cm™ an-

nihernd konstant ist, gilt: v=n/lgem>
[7] = gem s 'dynamische Viskositit
[v] =cm’s' kinematische Viskositit

7.2.5 Wirmekapazitiat C

Die theoretische Herleitung der Warmekapazitdt fu3t auf einem fundamentalen Gesetz (Gl. 7-43 auf
Seite 210) der Warmelehre, wonach die mittlere Translationsenergie eines Molekiils in einem Stoff

1 —
—-m-vzzé-k-T
2 2

betrdgt. Weil ein Kilogramm eines aus massearmen Molekiilen bestehenden Stoffes mehr Molekiile
enthilt als 1kg eines Stoffes aus schweren Molekiilen — die Molekiile beider Stoffe jedoch bei glei-
cher Temperatur gleiche kinetische Energie besitzen —, ist zu schliefen, dass sich die spezifische,
auf die Masseneinheit bezogene Wérmekapazitit verkehrt proportional zur relativen Molekiilmasse
verhilt. Allerdings konnen Molekiile neben der Translationsbewegung weitere Freiheitsgrade der
Bewegung aufweisen und demzufolge thermische Energie nicht nur durch Translationsbewegung,
sondern auch durch Drehbewegung speichern. Dariiber hinaus gestatten manche Molekiile (insbe-
sondere Wasser) ihren Atomen eine gewisse Eigenbewegung und gewinnen so zusitzliche Frei-
heitsgrade. Die spezifische Warmekapazitit ist also neben der Molekiilmasse m und der Anzahl der
Freiheitsgrade f noch von der Temperatur abhiangig [VOGEL, 1999].

Ein homogener Korper mit der Masse M, dessen Molekiile die Masse m besitzen und f Freiheits-
grade der Bewegung aufweisen, enthélt M /m Molekiile und die mittlere Gesamtenergie

W= ML kT
m 2
(] =1 Energie
[M] =kg Masse des homogenen Korpers
[m] =kg Masse eines einzelnen Molekiils
/] =dim.los Anzahl der Freiheitsgrade (der unabhédngigen Bewegungsmdoglichkeiten); im
allgemeinen = 6 (3 Translations- und 3 Rotationsfreiheitsgrade)
[k] =JK'  Boltzmann-Konstante; &= (1,380658+0,000012)x107% J-K ' (siche S. 211)
[T] =K Temperatur in Kelvin

Um den Kdorper um AT zu erwdrmen, muss man AW Energie zufiihren:
AW = M-I-k-AT.
m 2
[AT] =K Temperaturerh6hung

AW _M [

AT m 2k

Das Verhiltnis Ckérper =

wird als Wirmekapazitit Cigrper des Korpers bezeichnet. [Cierper] in J K'. In der Bodenphysik wird
die Wirmekapazitit im allgemeinen auf das Volumen bezogen. Wenn der homogene Korper die
Masse M und die Dichte p = M/V besitzt, so betrdgt sein Volumen V' = M /p. Die volumenbezogene
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Wirmekapazitit, in der Bodenphysik kurz Wiéirmekapazitit C genannt [KASTANEK, 1980], be-
tragt daher

o= Skimer _AW p _p [,
VKérper AT M m 2

[C] =Jm K Wirmekapazitit eines Stoffes (auf das Volumen des Kontrollvolumens bezogen)
[p] =kgm”> Dichte des Stoffes

Wird die Wiarmekapazitit eines Stoffes hingegen auf seine Masse bezogen, so spricht man von der
spezifischen Wiirmekapazitiit c:

_ Ckeorper AW [k
€ Msper  ATM ™~ 2-m
[c] =Jkg K 'spezifische Wirmekapazitit eines Stoffes (auf eine Masseneinheit bezogen)

Fiir einfache Stoffe wie Gase oder feste Metalle, bei denen der Bewegungsfreiheitsgrad ihrer Mole-
kiile bekannt ist, ldsst sich die spezifische Wiarmekapazitit gut aus der obigen Formel berechnen.
Fiir alle anderen Stoffe muss sie im Labor bestimmt werden, z. B. mit dem Mischungskalorimeter.

Fliissiges Wasser verhilt sich etwas komplizierter. Das gewinkelte H,O-Molekiil hat so viele Frei-
heitsgrade der Translation, Rotation und Schwingung, dass man die drei Atome fast als vollig unab-
héngige Einheiten auffassen kann, von denen jedes 6 Freiheitsgrade hat. Da das Wassermolekiil
noch dazu sehr leicht ist (seine relative Molekularmasse betragt etwa 18,0), hat Wasser eine grofere
Wirmekapazitit als fast alle anderen Stoffe. Man erhélt rein rechnerisch
1k (3%6)x1,380658x10 >
H20 72 o 2x(2x1,008+15,999)x1,6605402x 10> ~

Tatsdchlich schwankt die spezifische Warmekapazitidt von Wasser ein wenig mit der Temperatur,

4153,8 kg "K'\

wie die nachfolgende (wohl auf Messwerten beruhende) Tabelle belegt.

Tabelle 7-11:  spezifische Warmekapazitit ¢ von Wasser [CERBE und HOFFMANN, 1994]

Temperatur (°C) 0 20 60 100
Wirmekapazitit (Jkg K ) 4217 4182 4184 4216

Die Energie, die man braucht um 1g Wasser um 1K zu erwirmen, heifit auch 1 cal (Kalorie):
cio = 4185 Tkg "K' =1 cal
Mit der Dichte von 999,8 kg'm > bei 9 °C wird daraus
Cino = 4,184J-em K.

7.2.6 Spezifische Oberfliche

Die spezifische Oberflidche ist die wichtigste GroBle, von der die Reibungskraft abhidngt, die ein
poroser Stoff einem Stromungsmedium entgegensetzt. Der Kehrwert von O/V; (bzw. d,,) kann als
hydraulischer Radius aufgefasst werden. Bei oberflichenreaktiven Partikeln ist die spezifische
Oberfliche auch die maligebliche GroBe fiir die Sorption. Neben dem Durchstromungsverfahren
(entspricht dem Versuch zur k-Wert-Bestimmung im Labor) kann daher auch das Sorptionsverfah-
ren und auch das photometrische Verfahren zur Ermittlung der spezifischen Oberfliche eingesetzt
werden [DIN 66126 Teil 1, 1989].

Unter der spezifischen Oberflidche einer dispersen Phase hat man laut DIN 66160 [1992] [DIN-Ta-
schenbuch 133, 1997] ihre massen- oder volumenbezogene Oberfliche mit der Dimension L*M ™'
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oder L*L™ zu verstehen (die disperse Phase eines dispersen Systems ist dicjenige Phase, die aus
mehreren abgrenzbaren Elementen besteht). KOZENY [1953] benutzte die auf das Feststoffvolu-
men bezogene Oberfliche O/V;, doch kann O auch auf das Gesamtvolumen J bezogen werden:
Nachdem fiir den Porenanteil n = V,,/V=(V—=Vy)/V gilt, ist n-V=V—V,, Vi=V-(1 —n) und
V="V,/(1-n), (7-8)
womit O/V = O/V-(1—n) ist. Bei der auf das Gesamtvolumen bezogenen spezifischen Oberflache
geht also auch der Porenanteil ein, nicht hingegen bei O/V.
Die spezifische massenbezogene Oberfliche O/M; ist bei Sanden <0,1 m*/kg, wihrend sie bei
Montmorilloniten bis 800 m*/kg und bei organischen Bestandteilen des Bodens noch mehr betragen
kann [KASTANEK, 1998].

Die spezifische Oberfliche eines Stoffes kann u. a. aus der KorngréBenverteilung oder seinen
fluidmechanischen Eigenschaften bestimmt werden. Fiir einige spezielle Oberflichenformen lassen
sich auch theoretische Werte angeben, so z. B. fiir einen aus lauter gleich groBen Kugeln bestehen-
den Feststoff. Die Oberfliche einer einzelnen Kugel betrigt O =4-w:r*>=n-d?, ihr Volumen bzw.
Feststoffvolumen ¥, = 4/3-w7> = m-d>/6 . Die auf das Feststoffvolumen bezogene spezifische Ober-
flache ergibt sich daher fiir eine Kugel zu

nd> 6
OlVskugel = 7. 1376 = 4- (7-9)

Mochte man die Oberfliche auf das Gesamtvolumen beziehen, liefern die Gleichung 7-8
V="V,/(1-n) und V,=n-d’/6 die Beziehung V'=mn -d*/(6:(1 —n)), womit die auf das Gesamtvolu-
men bezogene spezifische Oberfldche einer Kugel mit dem Porenanteil #

n-d> 6(1-n
O/VKugel = T 'd3 = ( d )
6+(1—n)

betrigt. Weil eine einzelne Kugel die Masse M, = p, -V, = p ‘1 -d /6 besitzt, betrigt die auf die Bo-
denmasse bezogene Oberfliche OIM, = (n-d>)/(ps-n-d’16) = 6 /(p-d).

Fiir Wiirfel gilt V,=d > und O =6-d? und ebenfalls O/ Vs wiirtel = 6 /d bzw. O/M; = 6 /(ps -d).

Die spezifische Oberfliche eines natiirlichen Bodens mit einer Vielzahl an Partikeln unterschied-

lichster Durchmesser und Massenanteile ldsst sich mit dem in Kapitel 7.2.7 definierten wirksamen
Korndurchmesser d,, berechnen, wenn die Form der Partikel festgelegt wird (z. B. Kugel, Dreh-
ellipsoid, Wiirfel, Prisma, Pldttchen usw.). Unterstellt man nun den Primirteilchen des fiktiven
Bodens mit dem einheitlichen Durchmesser d,,, dass sie Kugeln (oder Wiirfel) sind, betrdgt die
volumenbezogene spezifische Oberflache

6
o= (7-10)

die auf das Gesamtvolumen bezogene Oberfliche

(1-=
oy ==
6

und die massenbezogene Oberfldache O/M; = PR
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Die Bestimmung von O/V; wird mit dem Konzept von d,, natiirlich nicht erleichtert, denn die
Schwierigkeiten werden blof} auf die Bestimmung von d,, verlagert.

7.2.7 Wirksamer Korndurchmesser d,,

Im Gegensatz zum effektiven Korndurchmesser d, (siehe S. 52) ist der wirksame Korndurchmesser
d,, in Osterreich durch eine Publikation — und zwar von KASTANEK et al. [1980] — definiert. d,, ist
jener Durchmesser, der fiir einen fiktiven Boden aus lauter gleich groBen Primérteilchen mit dem
Durchmesser d,, die gleiche spezifische Oberflache ergibt wie der reale Boden.

Diese Definition sagt weder aus, ob die Oberfliche der Primirteilchen mit d,, als Kugel anzuneh-
men ist, noch ob die Teilchen des realen Bodens als Kugeln aufzufassen sind (aus dieser Sicht wire
der Begriff ,,wirksame Korngrofe* passender). Fiir die Ermittlung von d,, ist jedoch eine allgemeine
Funktion zwischen der GrofBe eines Partikels und seiner spezifischen Oberfliche unumgénglich. Zu
ergidnzen wire daher, dass bei der Definition — zumindest bei der Berechnung von d,, geméif
KOZENY [1953] und in der heute liblichen Form — stillschweigend vorausgesetzt wird, dass sich
die KorngréBen d (d entspricht bei den groberen Kornern der Maschenweite des Siebes und bei den
kleineren dem Durchmesser einer Kugel von gleicher Fallgeschwindigkeit) der Primirteilchen zu
ihren spezifischen Oberfldchen genau geméf Formel 7-10 verhalten. Daraus folgt genau genommen
nicht unbedingt, dass die Primirteilchen mit d,, Kugeln sind, denn z. B. auch O/V; von Wiirfeln ent-
spricht der Formel 7-10. Wie auch immer, nur durch die Annahme der Formel 7-10 lassen sich die
Teilchen unterschiedlichster GroBe innerhalb einer Fraktion auf eine mittlere FraktionsgrofSe und
die mittleren FraktionsgrofBen auf den wirksamen Korndurchmesser {iberfithren. Ein Primdrteilchen
ist librigens laut DIN 66160 [1992] [DIN-Taschenbuch 133, 1997] ein Partikel, das nicht durch
Zusammenlagerung aus anderen Partikeln entstanden ist.

Unter diesen Voraussetzungen gilt grundsitzlich fiir ein Korngemisch [KOZENY, 1927]

1

1 1
—= |5~ dKV, (7-11)

d, Jd(KV)
0
wobei d(KV) die Inverse der Kornverteilungssummen-Kurve KV (d) in dimensionslosen Massen-
anteilen (0 <KV <1) ist.
Weil die Verteilungssummen-Kurve nicht kontinuierlich, sondern diskret erfasst wird, ist der Korn-
groflenbereich immer in mehrere Kornfraktionen aufgeteilt. Vorweg sind daher die mittleren
Durchmesser der einzelnen Fraktionen d; zu ermitteln und anschlielend aus allen mittleren Frakti-
onsdurchmessern der wirksame Korndurchmesser d,, zu errechnen. Der diesbeziigliche heute {ibli-
che Berechnungsvorgang fiir den wirksamen Durchmesser d,, wurde im Kapitel 2.3.4 vorgestellt, im

Anhang 7.4 werden die Vorgangsweise von KOZENY und weitere mogliche Verfahren diskutiert.

7.2.8 Oberflichenverhiltniszahl OVZ

Die Oberfldchenverhdltniszahl OVZ ist der Quotient der spezifischen, auf das Feststoffvolumen
oder die Feststoffmasse bezogenen Oberfliche des Bodens und der spezifischen Oberflidche des Bo-
dens mit dem Durchmesser 1 mm. Man erhélt sie erneut unter Annahme der Beziehungen 7-10 bzw.

__6/d,  6/lpsdy) 1mm
- 6/lmm  6/(p, Imm)  d,

[OVZ]=dim.los Oberflichenverhéltniszahl; gibt das Verhiltnis zwischen der pro Feststoffvolu-

7-10 ovz
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men vorhandenen Oberfldche des Bodens mit dem wirksamen Korndurchmesser
d,, und der spezifischen Oberflache eines Bodens mit lauter gleich grofen Teil-
chen mit dem Durchmesser 1 mm an

[dy] =mm wirksamer Korndurchmesser; d,, ist jener Durchmesser, der fiir einen fiktiven
Boden aus lauter gleich groflen Teilchen mit dem Durchmesser d,, die gleiche
spezifische Oberfliche O/V ergibt wie der reale Boden

7.2.9 Permittivitit ¢

Der gebrauchlichere Terminus fiir diese physikalische GroBe ist Dielektrizitdtskonstante [VOGEL,
1999], doch wird sie im Normen-Handbuch ON V 118 [1996] ausschlieBlich als Permittivitdit
bezeichnet. Sie verkniipft die elektrische Flussdichte D mit der elektrischen Feldstérke E:

D=¢-E

[D] =Cm*> elektrische Flussdichte; vektorielle FeldgroBe. Das Coulomb als Einheit der
elektrischen Ladung Q und des elektrischen Flusses ¥ ergibt sich aus der Ein-
heitengleichung 1C =1 A-s.

[E] =Vm ' elektrische Feldstirke; vektorielle GroBe. E ist der Differentialquotient aus der
Kraft F eines elektrischen Feldes auf einen ruhenden punktartigen Korper und
der elektrischen Ladung Q dieses Korpers: E=dF/dQ=—grad V=V V
Fiir die Einheit Volt des elektrischen Potentials V gilt
IV=1WA"'=1JC"'=1kgm*s A"

Die Einheit fiir E ldsst sich daher auch angeben durch [E] = kgm's >-A™'

[e(] =Fm"' Permittivitét (Dielektrizitdtskonstante) eines bestimmten Stoffes (Kondensators).
Aus den obigen Einheitengleichungen folgt fiir das Farad als Einheit der elektri-
schen Kapazitit C unmittelbar 1 F=1C-V"' =1 A*s*kg "-m * und fiir die Ein-
heit von &: 1 Fm ™' =1 A%*s* kg ''m™

Die relative Permittivitdat oder Permittivitatszahl ¢, ist die auf die elektrische Feldkonstante bezo-
gene absolute Permittivitét:

_£
&=
[e,] =dim.los relative Permittivitét (oder relative Dielektrizitdtskonstante); dimensionslose

Verhiltniszahl. Verhéltnis der Kapazitét eines Kondensators mit dem betreffen-
den Stoff als Isolator bzw. mit Vakuum im Plattenzwischenraum [VOGEL,
1999] &, = C/Cvakuum bzw. auf die elektrische Feldkonstante bezogene absolute
Permittivitit des betreffenden Stoffes
[eo] = Fm' elektrische Feldkonstante; Permittivitit des leeren Raumes. ¢y wird auch als
Influenzkonstante bezei7chnet und ergibt sich aus der Formel
1 10 _
80 = e = Benx2997924587 = 8:854...x10 “F/m
Die Influenzkonstante tritt im SI-System auch im Coulomb-Gesetz als Proporti-
onalititskonstante auf: F = 4—Q—Q—f ro
mTE)r
[0,01=C elektrische Ladungen; Q' mit entgegengesetztem (Anziehung) oder gleichem
(AbstoBung) Vorzeichen von Q
m Einheitsvektor in Verbindungsrichtung
[7] =m Abstand der beiden Ladungen
=N anziehende oder abstoBende Kraft zwischen zwei elektrischen Ladungen. Die
Kraft zwischen zwei geladenen Elementarteilchen ist etwa 10*°mal groBer als
die Gravitation zwischen ihnen (die Elementarladung eines Protons, die gleich
der eines Elektrons ist, betrdgt e = 1,602% 107" O).
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[to] =Hm'  magnetische Feldkonstante; Permeabilitit des leeren Raumes.
to=4xmx10" H/m = 12,566...x10" H/m
Das Henry (H) als Einheit der gegenseitigen Induktivitdt L,,, ergibt sich aus der
Einheitengleichung [ON V 118, 1996] 1H=1V's/A = 1 kgm*s >A .
[co)] =ms’ Geschwindigkeit elektromagnetischer Wellen im leeren Raum; Lichtgeschwin-
digkeit im Vakuum. co= 299792458 m/s (exakt)
Die relative Dielektrizitétskonstante wird meist nur kurz als Dielektrizititskonstante oder Dielektri-
zitdtszahl bezeichnet, auch der Index » wird mitunter weggelassen. Beziiglich der Permittivitit ¢,

verschiedener Stoffe siehe z. B. LIDE [2002].

¢ von Wasser hangt vom Druck und von der Temperatur ab und betrégt unter Atmosphérendruck
(0,1 MPa) und Zimmertemperatur (295 K) 79,55; wesentlich kleiner ist &, von Quarz mit rund 4,4 je
nach Hauptrichtung und noch kleiner von trockener, CO,-freier Luft mit 1,0005 (die von CO,
betragt 1,000922 und die von Wasserdampf bei 20°C 1,0002). Fiir die Bestandteile des Bodens
kann fiir Bodenwasser etwa 81, fiir die Bodenmineralien 3—4 und fiir Bodenluft 1 gesetzt werden
[http://psb.usu.edu/wintdr98/manual/chapter2.pdf]. &, gis = 4.

Die Permittivitdt von fliissigem Wasser, das einem hochfrequenten elektrischen Feld (Radio-

frequenzen und Mikrowellen) ausgesetzt ist, hingt insbesondere von der Frequenz ab. Um ihren

Einfluss darzustellen, benutzt man am besten die so genannte komplexe relative Permittivitiit

ge=¢g'+i g

[e,] =dim.los Realteil der komplexen relativen Permittivitét. €.’ steht in enger Beziehung zur
Kapazitit eines Stoffes

[,/ =dim.los Imaginarteil der komplexen relativen Permittivitit. &, steht mit der Leitfahigkeit
des Mediums in enger Beziehung

Die beiden Teile lassen sich gemdf3 der Debye-Gleichung ermitteln aus [LIDE, 2002]

Srs " &rw

l+tw 1

(&rs— &) @T
und &' =g ot

1tw” 1

&' =&t

[e,s] =dim.los statische relative Permittivitét (klassische Permittivitét)

[6,0] =dim.los Parameter, unter dem die relative Permittivitit unter Hochstfrequenz verstanden
werden kann. Fiir Wasser bei 0°C: ¢,, = 5,7, bei 25°C 5,2 und bei 50°C 4,0
[LIDE, 2002]

[w] =s Winkelgeschwindigkeit. w=2mf
Einheit: der Radiant je Sekunde (1rad/s=15s")

(/] =rad's'  Frequenz; Kehrwert der Periodendauer 7 bzw. Anzahl der Perioden pro Zeitein-
heit. SI-Einheit: das Hertz (Hz). Es gilt 1Hz=1s""

[z7] =ps dielektrische Relaxation (Ansprechzeit) fiir die Molekiilorientierung. Fiir Wasser

bei 0°C: 7= 17,67 ps, bei 25 °C 8,27 ps und bei 4,75 ps 4,0 [LIDE, 2002]

(1ps= 107" S).
Wihrend ¢, erst bei Frequenzen im GHz-Bereich langsam abnimmt, erreicht ¢, erst bei solchen
eine nennenswerte Grofle. Bei 25°C und 100 MHz betrigt jedenfalls ¢,"'= 78,36 und ¢, =0,38
[LIDE, 2002].
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7.3 Zusammenfassung: Oberflichenspannung und Kapillarit:t

(vgl. Vorlesung Hydraulik und Hydromechanik)
An Phasengrenzen treten Grenzflichenspannungen auf. Stoflen z. B. eine Gasphase (Gasgemische,
Déampfe; z. B. Luft (1)), ein tropfbares Fluid (Fliissigkeit; z. B. Wasser (2)) und ein fester Stoff (3)
zusammen, so treten drei Randspannungen auf, wobei die Grenzfldchenspannung zwischen dem
troptbaren Fluid (Fliissigkeit) und der Gasphase als Oberflichenspannung (o12) und der Span-
nungsunterschied zwischen den zwei Fluiden und dem festen Stoff als Haftspannung bezeichnet
wird (013 —023) [BOHL, 1989]. Grenzflichenspannungen kdnnen auch negativ sein, z. B. wenn ein
Festkorper die Molekiile einer Fliissigkeit stirker anzieht als diese einander [VOGEL, 1999]. Dann
tritt mindestens teilweise Benetzung ein. Negative Grenzfldchenenergie zwischen zwei Fliissigkei-
ten fiihrt zur Durchmischung.
Je nach der Grofle der drei Randspannungen bildet sich an der Schnittlinie der drei Begrenzungs-
flachen ein Benetzungswinkel o zwischen dem festen Stoff und der Grenzfliache 12 aus. Wenn die
Oberflache 12 in Ruhe verharrt, miissen die Grenzflaichenspannungen im Beriihrungspunkt B der
untenstehenden Abbildung 7-2 im Gleichgewicht sein und es muss in Wandrichtung (nach unten
gerichtete x-Achse) fiir die Summe der x-Komponenten der Spannungsvektoren gelten

o13xt 023t 012, =0.
Diese Gleichung ldsst sich in vektorieller Schreibweise als Summe der Skalarprodukte der Span-

1
nungsvektoren mit dem Einheitsvektor in x-Richtung i = (0) darstellen:

c13'itoyitoni=0 (7-12)
Die Skalarprodukte sind definitionsgemal anzusetzen mit a -b = |a|-| b |-cos ¢:
|G13|"|i|-cosm+| 623 |i|.cos0+|a12|-|i|-cosa =0
o3 1:(=1)+o231- 1+ 1:cosa=0
—013 +O‘23 +0o1p°cosSa = 0.
Alternativ ldsst sich das Skalarprodukt fiir den zweidimensionalen Fall bilden durch

a-b= aj 'b] +a2-b2.
. . —013 ) 1 0723 ) 1) (O'lz'COS a)(l) A
Man erhélt fir GI. 7-12 ( 0 ) (O)Jr( 0 ) (0 + oiysina)\0) 0:

—013'1 +0:0+023:-1+0:0+0g12-cosa-1+o2-sina-0=0

und damit wieder —o13+t 03 +o1pcosa=0.
.. . . 0137023
Fiir den Benetzungswinkel gilt also cosa =
012
[a] =° Benetzungswinkel. Winkel zwischen der vertikal nach unten verlaufenden festen

Wand (1) und der Fliissigkeitsoberflache 12. Bei benetzenden Fliissigkeiten ist
a < 90°, fiir nichtbenetzende gilt o > 90°.

[613] =Nm' Grenzfldchenspannung zwischen dem Fluid (1) und der festen Wand (3)

[623] =N-m' Grenzflichenspannung zwischen der Fliissigkeit (2) und der festen Wand (3).
023 ist negativ, wenn der feste Stoff (1) die Molekiile der Fliissigkeit (2) starker
anzieht als diese einander (z. B. Glas (1) und Wasser (2)).

[61] =N'm" Oberflichenspannung zwischen zwei Fluiden (wovon eines klarerweise eine
Fliissigkeit sein muss). Eine Oberflidche bildet sich zwischen zwei Fluiden nur
dann aus, wenn ihre Grenzfldchenenergie positiv ist (daher ist oj, von Oberfla-
chen stets positiv; andernfalls wiirden sich die zwei Fluide durchmischen).
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Ist die Haftspannung o3 — 023 negativ bzw. 013 < g3 wie in der Abbildung 7-2 links, ist o1, nach
oben (in Richtung 13) gerichtet und a > 90°, es bildet sich eine konvexe Oberfliche aus, die Fliis-
sigkeit (2) benetzt die feste Wand nicht (z. B. Luft und Quecksilber gegen Glas). In eine Kapillare
wiirde die Fliissigkeit erst dann eintreten, wenn jene ausreichend tief eingetaucht wird (Kapillar-
depression).

Ist hingegen wie in der Abbildung 7-2 Mitte a3 > 023 (023 negativ!), muss oy, fiir ein Kriftegleich-
gewicht nach unten (in Richtung 23) gerichtet sein und o < 90°, es bildet sich eine konkave Ober-
fliche aus, die Fliissigkeit benetzt den festen Stoff zumindest teilweise (z.B. Luft und Wasser
gegen Glas). In einer Kapillarrohre wiirde die Fliissigkeit ansteigen (Kapillaraszension).

Ist die Haftspannung groBer als die Oberflichenspannung (o3 — 023 > g12; Abbildung 7-2 rechts),
kriecht die Fliissigkeit ganz an der Wand hoch bzw. benetzt sie diese vollkommen (a = 0°) (z. B.

Petroleum).

Abbildung 7-2:  Zusammenhang zwischen der Haftspannung und dem Randwinkel
links: Fliissigkeit benetzt die Wand nicht
Mitte: ~ Wand wird von der Fliissigkeit teilweise benetzt
rechts:  vollkommene Benetzung

Bei gekriimmten Flachen ergibt sich eine resultierende Kraft senkrecht zur Oberfldche. Wird diese
Kraft auf die Flacheneinheit bezogen, so folgt der Kapillardruck px:

dr’
Kapillar- oder Kriimmungsdruck PK= a (7-13)
11
1. Hauptsatz der Kapillaritat: pk=o0" (r_1+r_2] . (7-14)
. . ..___I’K_dK .
Fiir eine kreisformige Kapillare (Haarrohrchen) ist mit r =r, =rg = coso 2cosa (halbkugelfor-
4.
mige Gestalt der Flissigkeitsoberfliche) pg = d_;:' cosa (7-15)
4-0
und die kapillare Steigh6he hg = ~cosal. (7-16)
p-g dx
[hx] =m kapillare Steighdhe

[(] =Nwm'  Oberflichenspannung; z. B. Luft — Wasser: o = 0,073 N/m bei 20 °C. ¢ steht nach
VOGEL [1999] in engem Zusammenhang mit der latenten Energie (um ein
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Fliissigkeitsmolekiil an die Oberfldche zu bringen, ist etwa ein Viertel der
Energie notig, um es ganz aus der fliissigen Phase zu befreien)

[p] =kgm’ Dichte der Fliissigkeit

[dx] =m Durchmesser der Kapillare

[@] =rad Benetzungswinkel

Mit den Werten pypo = 1000 kg/m3, 0=0,073 N/m und g = 9,81 m/s* erhilt man als Faustformel

30

K= dx (7-17)

[hk] = mm kapillare Steigh6he

[dk] = mm Durchmesser der Kapillare
! Umgekehrt ist einer bekannten Steighdhe sx bzw. Wasser-
a 11%:‘ | ¢ spannung / bei einem Benetzungswinkel o, einer Oberfla-
1 _\f: chenspannung ¢ und einer Fliissigkeitsdichte p folgender
o Kapillar- bzw. Porenradius rx zuzuordnen:
[
y - yes.
<de o LK_ _20-cosa ]
i ryy COS@ K=", g h (7-18)
—“—/ | ; Az =ry—1ry-cos (90°—a) =ry- (1 —sina)
..... ...
i 'K 'K .
E ™™ cosa Az=Cosq (17sina)

Abbildung 7-3:  Meniskus in einer Kapillare

Beispiel 7-3:  kapillare Steighohe zwischen zwei parallelen Platten

Fir einen Spalt (r; = «) folgt

20
Pk =0alr; rM=5cosa pk =", "cosa
__9 2
hK‘p-g 5 cosa (7-19)
[a] =m Abstand zweier Platten
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7.4 Berechnung des wirksamen Korndurchmessers

Definitionsgemdll wire bei der Berechnung des wirksamen Korndurchmessers d,, von der spezifi-
schen Oberfliche auszugehen. Unter bestimmten, bereits von KOZENY [1927] getroffenen
Annahmen fiir die Form der Oberfliche gilt die Gleichung 7-11

1

o B R S
d,~ Jd®n 4t
0

[d] =mm Korngrofle; entspricht bei den groferen Partikeln der Maschenweite des Siebes
und bei den kleineren dem Durchmesser einer Kugel von gleicher Fallgeschwin-
digkeit

[KV] =dim.los Massenanteil; Verhiltnis der Masse aller Teilchen mit einer Groe <d zur
Gesamtmasse der Probe m;,

[dy] =mm wirksamer Korndurchmesser der Gesamtprobe; jener Durchmesser, der fiir einen
fiktiven Boden aus lauter gleich groBBen Primirteilchen mit dem Durchmesser d,,
die gleiche spezifische Oberfldche ergibt wie der reale Boden

wobei d(KV) die Inverse der Kornverteilungssummen-Kurve KV (d) in dimensionslosen Massen-
anteilen (0 <KV'<1) ist. Wenn die Kornverteilung ungewdhnlicherweise in absoluten Massen
gegeben ist, muss noch durch die Gesamtmasse der Probe m; dividiert werden:

ms

1 1 1
dW = ms ° d(m) dm . (7_20)
0
[m] =g Masse; Feststoffmasse aller Partikel der Probe, deren Durchmesser kleiner oder
gleich d ist
[ms] =g Gesamtmasse der Probe

Nachdem die Verteilungssummen-Kurve im allgemeinen nicht als analytische Funktion, sondern in
Form von diskreten Messpunkten bzw. Fraktionen vorliegt, besteht die Hauptaufgabe bei der
Berechnung heute wie damals darin, das Integral exakt durch eine Summe aus Teilintegralen iiber
die einzelnen Fraktionen zu ersetzen und die Integrale iiber die einzelnen Fraktionen durch numeri-
sche Integration zu nidhern. Das schon von KOZENY erwihnte Problem dabei ist nur, dass iiber die
Verteilung innerhalb der Fraktionsgrenzen nichts Genaueres bekannt ist. Die von ihm vorgeschla-
gene Losung ist im unten stehenden Unterkapitel zu finden. In einem weiteren Unterkapitel werden
Detailprobleme diskutiert.

7.4.1 Herleitung nach KOZENY [1953]

KOZENY [1953] fiihrt in den Erlduterungen zur Berechnung der spezifischen Oberfliche be-
stimmte Korngrofenfraktionen an, die zum Teil heute nicht mehr zutreffen. Charakteristisch fiir das
Verfahren ist jedoch die Aufteilung in Fraktionen und nicht die Fraktionsgrenzen; die Berech-
nungsmethode fiir O/V; nach KOZENY kann daher auch fiir die heute iibliche Fraktionierung an-
gewendet werden. Heute wie damals entspricht die Korngréfle d bei den groberen Arten der Ma-
schenweite des Siebes und bei den kleineren dem Durchmesser einer Kugel von gleicher Fall-
geschwindigkeit.

Es sei der Boden also durch Pipettieren oder Schlimmen in einzelne Fraktionen zerlegt worden, de-
ren jede die Teilmasse Am; der Gesamtmasse der Probe m;, habe. Jede Fraktion besteht aus z; Teil-
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chen, deren GroBe zwischen den Grenzen d; yuen Und d; open liegt. Ferner seien AQ; die zugehdrigen
Teiloberflachen, wobei natiirlich die Summe aller Teilmassen die Gesamtmasse und die Summe
aller Teiloberflichen die gesamte Oberfliche der Bodenprobe ergibt:

> Am; = my und 2AO;= 0.
Dann kann man schreiben o/Vy= 9 = Ops = L 2 AO;, (7-21)

Ve  my my

worin p; die Feststoffdichte ist (Pyknometer). Bei den weiteren Betrachtungen wird immer Kugel-
form der Teilchen angenommen und die aus dieser Idealisierung erhaltenen Werte, so auch die spe-
zifische Oberfldche, sind natiirlich keine wahren Grofen, sondern nur Vergleichswerte, die aber
sehr gut geeignet sind, um an Hand der Erfahrung giiltige Regeln fiir die zweckméBige Durchfiih-
rung hydrotechnischer Malnahmen (Drénungen usw.) zu schaffen. Um nun die Teiloberfldche einer
einzelnen Fraktion zu bestimmen, ist der fiir diese Fraktion zutreffende wirksame Korndurchmesser
— fortan als mittlerer Korndurchmesser d; der Fraktion bezeichnet — geméf Gleichung 7-11 zu
berechnen. Bevor die Integration im Intervall zwischen den beiden Massenanteilen, die den beiden
Fraktionsgrenzen d; ,uen, Und d; open €ntsprechen, durchgefiihrt werden kann, muss der Verlauf zwi-
schen den Fraktionsgrenzen festgelegt werden. Integriert man numerisch nur mit den beiden Frakti-
onsgrenzen als Stiitzwerte, ist zwar keine Kenntnis des Verlaufes innerhalb des Intervalls erforder-
lich, doch wird dadurch ebenfalls ein gewisser Verlauf impliziert, ndmlich jener, fiir den die
numerische Integration einen exakten Wert liefert. Infolge der geringen Kriimmung der Kornver-
teilungslinie geniigt es laut KOZENY [1953], fiir den mittleren Korndurchmesser d; einer Fraktion

1 1 1 2 1
di B 3 . (dl unten * di unten + di oben " dz’ oben) (7-22)
zu setzen. Der Wert dieser Integrationsformel liegt zwischen dem der Trapezregel und dem der

Simpsonschen Formel, die KOZENY ebenfalls in Erwidgung gezogen hat. Bei bekannter Teilmasse
der Fraktion Am; kann die Teilchenanzahl z; der kugeligen Primérteilchen mit dem mittleren
Durchmesser d; und dem Volumen V, ermittelt werden aus

T -di3 6-Am;

Am;=zipsVy=2zips- 6 I pmd
Fiir die Teiloberflache der Fraktion erhilt man dann
6A i
AO,' =Z,"7I'di2 =—m.
Ps 'di

Die spezifische Oberflidche der gesamten Bodenprobe folgt aus der Aufsummierung aller Teilober-
flachen und der Division durch das Feststoffvolumen geméf Gleichung 7-10

6-Am,
NG Py o -d
O/VS — p — s i
§ mS
6 Am;,
bzw. OlVy=—">% —.
mg d.

1

Im Gegensatz zu KOZENY wird heute das Konzept des wirksamen Korndurchmessers nicht auf die
einzelnen Fraktionen angewendet, sondern gleich auf die gesamte Probe. Es werden also nicht die
einzelnen wirksamen Fraktionsdurchmesser d; bestimmt und daraus die Teiloberflichen AO;, die
schlieBlich zu O aufsummiert werden um O/V; zu erhalten, sondern es werden gleich die massen-
gewichteten Kehrwerte von d; aufsummiert und zu einem wirksamen Durchmesser d,, der Gesamt-
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probe zusammengesetzt, mit dem dann O/V; unter der Annahme von Gleichung 7-10 erhalten wird.
Beide Vorgehensweisen fithren mathematisch zum selben Resultat.
d,, ist grundsétzlich durch seine Definition in Kapitel 7.2.7 festgelegt, der Zusammenhang zwischen
d,, und O/V; durch Gleichung 7-10. Nachdem der fiktive Boden aus lauter gleich groBen Partikeln
mit der GroBe d,, dieselbe spezifische Oberflache ergeben muss wie der reale Boden

6 6 Am,

d—W=O/VS=;S- _d ,

ergibt sich fiir den wirksamen Durchmesser schlieBlich

ms )
d, = 5 e (7-23)
d

i

Die Bestimmung von d,, mittels Gleichung 7-23 ist nicht einfacher als mittels GI. 7-11; es wurde
nur das Gesamtintegral durch eine Summe von Teilintegralen ersetzt. Die wesentliche Erleichterung
ergibt sich erst durch die Ermittlung der wirksamen Fraktionsdurchmesser d; durch numerische
Integration in den Teilintervallen gemdl Gl.7-22. Zur vollstindigen Losung ist noch das
Detailproblem mit dem Kleinstdurchmesser der feinsten Fraktion zu kldren, das im iiberndchsten
Unterkapitel abgehandelt wird.

7.4.2 Mittlerer Fraktionsdurchmesser d;

Der mittlere Fraktionsdurchmesser d; ist jener wirksame Korndurchmesser einer Fraktion, der die-
selbe spezifische Oberfldche ergibt wie sdmtliche Partikel der Fraktion. Fiir die Abschidtzung von d;
einer Fraktion stehen mehrere Alternativen zur Verfiigung.

a) KOZENY [1927] selbst betrachtet die Aufgabe rein mathematisch als numerische Losung
des Integrals 7-11 und schreibt, dass zwischen zwei gentigend nahen Grenzen d; ynen Und d; ppen, nNach
der Trapezregel der Ausdruck 7-25 gesetzt werden kann, wihrend bei der Annahme einer
gleichmiBigen Verteilung iiber das Intervall nach der Simpsonschen Regel die erste Ndherung

1 1 1 8 1

di B 6 . (dl unten * di unten + di oben " di oben) (7-24)
wire, die stets groBBere Werte fiir d,, liefert als die Trapezregel 7-25. Einen Wert, der zwischen bei-
den Werten aus 7-25 und 7-24 liegt, liefert die Formel

1 1 1 2 1

d~ 3 (di unten * i unten + di oben - d; oben)’
die KOZENY in seinem Buch 1953 empfiehlt. KOZENY [1927] erwédhnt noch Vergleichsmessun-
gen von ATTERBERG, wonach fiir die groberen Kornsorten der ,tatsdchliche” Wert fiir d,, kleiner
sei als der mittlere Wert nach, fiir feinere hingegen grofler. Das bedeutet, dass filir die groberen
Sorten die Trapezregel 7-25 bessere Werte lieferte, fiir feinere die Simpson-Regel 7-24; im Schnitt
wies Gleichung 7-21 die geringsten Abweichungen auf.

b) VUKOVIC und SORO [1992] fiihren die Trapezregel bzw. das harmonische Mittel
2

1 1
_|_

d; = (7-25)

di unten di oben
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an und berufen sich dabei auf KOZENY [1953], haben das Buch aber anscheinend nicht gelesen.
AuBler dem Verweis auf KOZENY werden keine neuen Argumente ins Treffen gefiihrt. Die Trapez-
regel bzw. das harmonische Mittel wird dennoch hiufig verwendet. Das harmonische Mittel ist stets
kleiner oder gleich dem geometrischen Mittel, und dieses ist wiederum stets kleiner oder gleich dem
arithmetischen Mittel [SPIEGEL, 1990]. Hingegen wiirde das geometrische Mittel bei der loga-
rithmischen Kornverteilungslinie genau das arithmetische Mittel der logarithmischen Werte ergeben
[HARTUNG et al., 1999].

c) Der KorngroBenbereich von natiirlichen Boden erstreckt sich zumeist auf 3 Zehnerpotenzen
und mehr. Die Verteilungssummen-Kurve (genormte Bezeichnung nach DIN 66141, zitiert in DIN-
Taschenbuch 133 [1997]) wird daher immer mit logarithmischer Teilung der Abszisse aufgetragen,
wobei die einzelnen Messpunkte oft linear verbunden werden. Dies impliziert im Gegensatz zu den
Methoden a) und b) eine logarithmische Verteilung der Massenanteile der einzelnen Partikelgrofen
innerhalb einer Kornfraktion. Fiir die lineare Verbindung der einzelnen Messwerte der logarithmi-
schen Verteilungssummen-Kurve spricht die exakte Definition des Verlaufes zwischen den Punkten
und die einfache Berechnung. Ein solcher Ansatz iibergewichtet die Massenanteile der feineren
Teilchen innerhalb der Fraktion. Konkret wiirde das z. B. fiir die Sandfraktion bedeuten, dass der
Massenanteil des Feinsandes immer grofBer ist als der des Grobsandes. Tatsdchlich ist die Wahr-
scheinlichkeit bei natiirlichen Boden hierfiir nicht grofer als fiir das genaue Gegenteil. Die Vertei-
lungssummen-Kurve wird nicht deshalb mit logarithmischer Abszisse aufgetragen, weil eine loga-
rithmisch lineare Verteilung anzunehmen ist, sondern einfach der besseren Darstellung wegen.

d) Nebenbei schreibt DIN 66141 vor, die Punkte durch einen die Streuung der Messwerte
ausgleichenden Kurvenzug zu verbinden. Weil hierdurch kein eindeutiger Verlauf definiert ist und
z.B. der d,p-Wert vom Zeichner der Kurve abhidngt, wird mitunter dennoch ein linearer Verlauf
durch die Messpunkte verwendet. Durch die graphische Festlegung eines Kurvenzuges — egal ob
ausgleichend oder interpolierend — bietet sich eine graphische Auswertung des Integrals 7-11 an, die
frither die Hauptmethode war.

e) Durch spezielle Spline-Funktionen lassen sich auch numerisch Kurvenziige durch die Daten-
punkte legen. Diese Funktionen kdénnen hochgenau analytisch oder numerisch integriert werden,
sodass sich der Fehler auf die Interpolation beschrénkt. Eine solche Auswertung kann noch nicht als
Stand der Technik bezeichnet werden.

7.4.3 Feinste Fraktion

Wie auch immer der mittlere Korndurchmesser d; der einzelnen Fraktionen berechnet wird, fiir die
feinste Fraktion ist eine zusatzliche Uberlegung anzustellen. Der untere Grenzdurchmesser di uen
derselben ist in der Praxis schwer zu bestimmen und verbleibt oft unbekannt. Das ist umso bedau-
erlicher, als die spezifische Oberfliche von Boden mit nennenswertem Tonanteil stark von d; yuzen
abhingt. Mit der nahe liegenden Annahme d; ., =0 wiirden alle Berechnungsverfahren fiir den
mittleren Korndurchmesser der feinsten Fraktion d; einen unbestimmten Wert ergeben, es muss
daher ein fiktiver Wert festgesetzt werden. Eine publizierte Extrabehandlung fiir die feinste Frak-
tion bzw. die Festlegung des absolut kleinsten Korndurchmessers existiert insgesamt nur fiir das
Verfahren b) nach VUKOVIC und SORO:
1 3 1

dl B 2d1 oben
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[di]] =mm mittlerer Durchmesser bzw. wirksamer Durchmesser der feinsten Fraktion; jener
Durchmesser, der dieselbe spezifische Oberfliche ergibt wie die unterschiedlich
groflen Partikel der feinsten Fraktion

[d1 open] = mm oberer Grenzdurchmesser der feinsten Fraktion. In der Praxis ist zumeist
d1 open = 0,002 mm

Die Festlegung des mittleren Durchmessers der feinsten Fraktion in dieser Form haben VUKOVIC

und SORO [1992] zur Bestimmung von d,, im Verfahren nach KOZENY (Gleichung 2-25) imple-

mentiert. Allerdings ist die Beziehung 7-26 weder in dessen Veroffentlichung aus 1927 noch aus

1953 zu finden. Sie diirfte viel mehr von ZUNKER stammen. Sie impliziert mit der Annahme, dass

das einfache homogene Mittel aus oberem und unterem Grenzdurchmesser gemi3 Verfahren b)

bzw. Gl. 7-25 berechnet wird, folgenden unteren Grenzdurchmesser der feinsten Fraktion d ,en

TN
dl 2 dl oben 2 dl unten dl oben

3'dl unten = dl unten T dl oben (dl unten 'dl oben 75 0)
di ob
d 1 unten — 3 <
[d1 unten] = mm fiktiver unterer Grenzdurchmesser der feinsten Fraktion. In der Natur enthalten

viele Bodenproben nicht wenige Partikel, die kleiner sind d; ,uzen

d.h. dass bei einem oberen Grenzdurchmesser der kleinsten Fraktion von 0,002 mm der untere
Grenzdurchmesser mit 0,001 mm angenommen wird.

Diese Extrabehandlung miisste iibrigens bei KOZENY gemdfl Verfahren a) anders lauten bzw.
einen anderen unteren Grenzdurchmesser ergeben; auch d; = 3/(2 d; ,p.n) Wére in Frage zu stellen.

7.5 Beziehungen ¢ —d, —d,,

In realen Fliissigkeiten iibertragen benachbarte Fliissigkeitsteilchen in Stromungsrichtung Schub-
spannungen [HILLEL, 1998]. Betrachtet man die Strdmung in einem sehr engen Rohr bei kleinen
Geschwindigkeiten, so stellt man fest, dass die FlieBbewegung eines beliebigen Fliissigkeitsteil-
chens und damit aller Teilchen wand- bzw. rohrachsenparallel erfolgt. Eine solche Stromung erfolgt
quasi geschichtet und wird daher als laminar bezeichnet. FlieBvorgénge im Boden kénnen meist als
laminar betrachtet werden [BOLLRICH und PREIBLER, 1992], obwohl sie wegen der Tortuositét
der Poren und der ungleichmifligen Porenform bei viel kleineren Reynolds-Zahlen turbulent wer-
den als Stromungen in geraden Kreisrohren. HILLEL [1998] gibt als Richtwert fiir die Reynolds-
Zahl, bei der sicher noch ein proportionaler Zusammenhang zwischen dem Reibungsverlust und
dem Fluss bzw. laminare Stromung vorliegt, Re = 1.

Die Basis fiir die Analyse der laminaren Stromung ist das Gesetz von HAGEN und POISEUILLE
fiir kreiszylindrische Rohre, das den Fluss O im wesentlichen als eine Funktion des Rohrradius R
darstellt.

Nachdem die Porenkanile des Bodens alles andere als zylindrische R6hren sind, muss der zwei-
fache Rohrradius R bzw. der Rohrdurchmesser in einen dquivalenten Porendurchmesser dp durch
eine geeignetes Modell iibergefiihrt werden. Bei den aggregierten Boden liefert die Retentionskurve
die wertvollste Information fiir die Ermittlung von dp (siche Kapitel 2.5 und 2.6). Fiir Boden mit
vorherrschendem Einzelkorngefiige hingegen wurden hierfiir tiberwiegend empirische Ansitze
verwendet (sieche Kapitel 2.3), die dp in erster Linie als Funktion des effektiven Korndurchmessers
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d, betrachten. Nebenbei wird der Fluss Q in der Bodenphysik im allgemeinen auf eine Kontroll-
querschnittsfliche bezogen, die sowohl von Poren als auch von Feststoffen ausgefiillt wird. Dieser
bezogene Fluss wird als Durchflussrate ¢ bezeichnet.

Im letzten Unterkapitel wird schlieBlich eine der Modellvorstellungen, und zwar der physikalische
Zusammenhang zwischen dem wirksamen Korndurchmesser d,, und dem dquivalenten Porenradius
d, vorgestellt. KOZENY hat zwar fiir die Herleitung seiner Gleichung 2-23 weder das Gesetz von
HAGEN und POISEUILLE noch eine Modellvorstellung d,, — d, benutzt, doch ldsst sich eine sol-
che indirekt aus den Ausfithrungen von KOZENY und dem Gesetz von HAGEN und POISEUILLE
mit Hilfe des hydraulischen Radius folgern.

7.5.1 Gesetz von HAGEN und POISEUILLE

Bei laminarer Stromung ist die viskose Reibung der ausschlieBliche Grund fiir die irreversibel in

Wirme umgewandelte hydraulische Energie, kurz hydraulische Verlustenergie. Ihre Ursache liegt

im Austausch von Molekiilen infolge Diffusion zwischen den Schichten unterschiedlicher Ge-

schwindigkeit. Dieses Verhalten stromender Fliissigkeiten wird als Zdhigkeit bezeichnet und physi-

kalisch als Schubspannung 7 ausgedriickt. Fiir laminare Strémungen gilt das Schubspannungsgesetz

fiir Newtonsche Fliissigkeiten, wonach die herrschende Schubspannung proportional zum Ge-

schwindigkeitsgradienten ist. Der auftretende Proportionalititsfaktor ist die dynamische Viskositét:
=1 % (7-27)

[[] =kegm s Schubspannung

[7] =kgm s =N-sm?oderPa's dynamische Viskositit

V] =ms' FlieBgeschwindigkeit

[7] =m Ortskoordinate normal zur Bewegungsrichtung

Das Gesetz 7-27 wird nun verwendet, um vorerst die laminare Stromung in einem geraden, kreis-
zylindrischen Rohr zu untersuchen und den Volumenstrom bzw. Fluss QO zu bestimmen. Wir
betrachten vorerst die im Rohrinneren auftretenden Krifte, wobei reale Fliissigkeiten grundsitzlich
reibungsbehaftet sind und zur Aufrechterhaltung der Stromung eines Gefilles im Energiepotenzial
bediirfen, das bei vollgefiillten horizontalen Rohren dem Druckgefille entspricht.

Reibungsverlust 4,

Eneroi 4
nergie-
linie ‘/j}\l;_r o dA
74 v ) i
r r
Sl Rt s s S - ((D
pA A Q / 4(5
=

Schubspannung  Geschwindigkeit
Abbildung 7-4:  Krifte- und Stromungsverhiltnisse bei laminarer Strémung im Kreisrohr

GemiB des Impulssatzes muss die Anderung des Impulsstromes gleich der Summe der angreifenden
duBeren Krifte (plus Gewichtskraft) sein. Betrachtet man das vom Radius » und der Lange / gebil-
dete Kontrollvolumen, weist die laminare und damit ausschlieBlich in x-Richtung erfolgende Stro-
mung in beiden Stirnflichen denselben Impulsstrom und damit keine Anderung auf. Die aus der
Druckkraft im Eintrittsquerschnitt, der ldngs der Zylindermantelfliche wirkenden Reaktionskraft
infolge des Reibungswiderstandes — der sich bei laminarer Stromung ausschlieBlich in der Schub-

Gesetz von HAGEN und POISEUILLE Seite 199



spannung 7 duBert — und der Druckkraft im Austrittsquerschnitt gebildete Summe der duBeren
Krifte in x-Richtung muss daher ebenfalls Null sein:
AuBere Krifte in Strémungsrichtung: p; «(#* ‘1) —p, -(r* m) + Taupen (271 -[) = 0.

2 Pl

Fiir die Schubspannung erhélt man also 7uugen = 2y T (7-28)
[[] =Nwm~’  Schubspannung (in Achsenrichtung)

[7] =m Radius; 0<r<ry

[p1] =Pa Druck im ersten Querschnitt bzw. an der vorderen Stirnflache

[p2] =Pa Druck im zweiten Querschnitt bzw. an der hinteren Stirnfliche

[/] =m Rohrlénge, Lange des betrachteten Rohrabschnittes

Die innere Schubspannung wirkt in Flie- bzw. Achsenrichtung und ist positiv; die entgegengesetzt
gerichtete duBlere Schubspannung und demzufolge auch die Differenz p, —p; sind negativ und p,
stets kleiner ist als p1. Es sei © = Tjupen; dann gilt 74,4., = —7 und daher
I

Fiir » =0 ist die Schubspannung demnach Null und nimmt proportional mit » zu. Der Wert an der
Wand mit » =ry (Rohrradius) wird als (innere) Wandschubspannung 7, bezeichnet. Gibt man die
Druckdifferenz als Druckhohendifferenz an, ist (p; —p>) durch p-g-Ah, zu ersetzen. Weiters ent-
spricht nach BERNOULLI die Druckhoéhendifferenz bei horizontalem Fluss dem Reibungsverlust
hy:

_ogh _pgl

T 27 " 5 (7-29)
Dieser Ausdruck fiir die Schubspannung wird nun dem Gesetz 7-27 in der Form
dv
=10, (7-30)
V] =ms' Fliefgeschwindigkeit (in Achsenrichtung); v=v (r)
[7] =m Radius (radiale Ortskoordinate normal zur Rohrachse). » weist zur Wand hin und

damit in die entgegengesetzte Richtung von n in Gl. 7-27: r =ry—n, dr/dn=—-1
und dv/dn = dv/dr-dr/dn =—dv/dr.

o-h, d
gegeniibergestellt: &2gl— r=-n d_:
. .hr
Nach Variablentrennung '0—‘2gl— -rdr=—ndv
und Integration, wobei die von 7 oder v nicht abhdngenden Ausdriicke 4, /] und  zusammengefasst
v c O h r
werden —.[ dvzp g ’-I r dr,
v max 2.1 n 0
V] =ms' FlieBgeschwindigkeit im Abstand » von der Rohrachse: v =v(7)
[Vinax] = ms ' maximale FlieBgeschwindigkeit, Geschwindigkeit in der Rohrachse: v, = v (0)
oy o L&
(V= Vinax) 41y r
g-h,- 2
ergibt sich flir v V= Var — ‘O—Zg‘#

Gegeniiber der Rohrwand herrscht zwar ebenfalls eine Schubspannung (und zwar die maximale),
doch reicht diese bei laminarer Stroémung nicht aus, um die von der Rohrwand auf die wandnahen
Fliissigkeitsmolekiile ausgeilibte Haftspannung zu iiberwinden. Die Haftspannung fiihrt vielmehr
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dazu, dass sich die unmittelbar angrenzenden Fliissigkeitsmolekiile an der Rohrwand anlagern und
somit in Ruhe verharren. Die Geschwindigkeit an der Rohrwand (» = R) Null betrigt also Null. Mit
diesem Wertepaar lésst sich v,,,, bestimmen:

p-g-h. R 2
0= Vimax —
p-g-h. R 2
Vimax = 411 (7-31)
[R] =m Rohrradius; Radius der kreiszylindrischen Réhre

Fiir v an einer beliebigen Stelle » erhédlt man schlielich

_pgh(R?=r?)
V= 4'1.’7 .

Das sich aus dieser Gleichung ergebende parabolische Geschwindigkeitsprofil ist kennzeichnend
fiir die laminare Rohrstroémung. Bei kreisrunden Rohren bildet die iiber der Querschnittsfliche auf-
getragene Geschwindigkeitsverteilung ein Drehparaboloid mit dem Scheitel v,,,,. Weil das Volu-
men eines Drehparaboloids gleich dem halben Volumen des umschreibenden Zylinders ist und die-
ser die Hohe vy, besitzt, betridgt das Integral von v liber die Querschnittsfliche

fvdA=%~R2'n

Bekanntlich ist das Integral von v {iber 4 nichts anderes als der gesuchte Fluss Q

. 'hr'RZ s
:L.R .
0 817 T

_p~g~h,‘R4~n
B 81y

Das ist das Gesetz von HAGEN und POISEUILLE, wonach der Fluss proportional mit dem Rei-
bungsgefille und zur vierten Potenz mit dem Radius zunimmt. Mit R=d/2, I="h,/l und n/p=v
lasst sich das Gesetz auch angeben durch
n-g-d toI

0="128v - (7-32)
[/] =dim.los Reibungsgefille, Gefille des Gesamtpotenzials
[v] =m”*s"' kinematische Viskositit; v=7#/p
[d] =m Durchmesser der kreiszylindrischen Rohre. d =27
Bezieht man den Volumenstrom Q auf die Rohrquerschnittsfliche 4 und bezeichnet diesen bezoge-
nen Fluss als Durchflussrate ¢ (oder auch mittlere Geschwindigkeit v ), betrdgt diese nach dem
Gesetz von HAGEN und POISEUILLE

_Q_n-g-d“-l' 4
9747 128v d°n

_gd’
17 32
[q] =ms"' Durchflussrate; auf die FlieBquerschnittsfliche bezogener Fluss
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7.5.2 Aquivalenter Porendurchmesser

Die Poren im Boden sind weder kreiszylindrisch noch gerade noch weisen sie alle denselben
Durchmesser auf. Uberdies variiert die Querschnittsfliche und der benetzte Umfang einer einzelnen
Pore entlang des FlieBweges. Die Idealisierung des Porensystems in lauter gleich lange und gleich
groBBe kreiszylindrische Rohre geschieht durch die Einfiihrung des dquivalenten Porendurchmes-
sers d,, der per Definition fiir eine bestimmte Anzahl kreiszylindrischer R6hren mit der Lénge / bei
einer Verlusthhe von 4, denselben Fluss ergibt wie das Porensystem zwischen zwei zur Haupt-
stromungsrichtung normalen Schnittflichen im Abstand / (die Linge des Stromungsweges s hangt
von der Tortuositét 7 ab: s = 7-/).
Bei einer betrachteten Querschnittsfliche von 4 im Boden und einem Porenanteil von n, der bei
Sattigung dem Wasseranteil n; entspricht, betrdgt die durchstromte Fliche 4;= A4 -n, und weil die
Fliche eines einzelnen Rohres mit dem dquivalenten Porendurchmesser d, natiirlich Az = d,” -n /4
betrégt, betrdgt die Anzahl der Rohre in der Querschnittsfliche 4 genau nR=4-4-n /(a’p2 ‘). Der
Fluss Q all dieser Rohre ergibt sich zu
o-h,-d ‘o

0=44-n/d,*m) &gm‘%—
Bezogen auf die Querschnittsfliche 4 erhilt man als Filtergeschwindigkeit
p'g'hr'dp4'1t_n'p 'g'hr'dpz

vfz%z 4-n/(d,” )

9= 1287 3214
o I-d.?
bzw. mit I=h,/lund n/p = v g="5 (7-33)
[q] =ms"' Durchflussrate, Filtergeschwindigkeit
[7] =dim.los Porenanteil; bei der vorausgesetzten Vollséttigung zur Ginze wassergefiillt
[d,] =m dquivalenter Porendurchmesser; jener Durchmesser kreiszylindrischer Rohre, die

denselben Fluss pro betrachteten Querschnitt ergeben wie der Boden mit dem
Porenanteil n

7.5.3 Beziehung dquivalenter Porendurchmesser d, — wirksamer Korndurchmesser d,,

Der dquivalente Porendurchmesser lédsst sich verschieden definieren [BUSCH et al., 1993].

Fiir die Analyse des Zusammenhanges zwischen dem dquivalenten Porendurchmesser d, im Gesetz
von HAGEN und POISEUILLE und dem wirksamen Korndurchmesser d,, z.B. in der Kozeny-
Carman-Gleichung geht man am besten von der spezifischen Oberfliche aus. Die auf das Poren-
volumen bezogene spezifische Oberflache wird in Gleichung 2-20 angegeben als

1 —
Z_om 1
f n
O/V, als benetzte Oberfldche bezogen auf das FlieBvolumen ist nichts anderes als der Kehrwert des
v, 1
hydraulischen Radius R, = A /U: R,= —02 = o, a zn)

Fiir eine kreiszylindrische Pore des uniformen Kapillarenbiindel-Modells mit dem Durchmesser d,
betrdgt der hydraulische Radius als Quotient zwischen der FlieBquerschnittsfliche 4 = dpz-n /4 und
dem benetzten Umfang U=d,n genau R, =d, n/(4-d,n)=d,/4. Daraus folgt, dass der Poren-
durchmesser im Gesetz von HAGEN und POISEUILLE durch

oo L _m L _4n_
-

40, (-n) — %=0m, (-n)

Gesetz von HAGEN und POISEUILLE Seite 202



ausgedriickt werden kann. Wird die spezifische Oberfldche tiber den wirksamen Korndurchmesser

d,, bzw. aus der Bezichung 7-10 O/V; = 6 /d,, errechnet, erhilt man fiir den Porendurchmesser einer

dquivalenten kreiszylindrischen Pore mit demselben Porenanteil und derselben spezifischen Ober-
2 n

flache dp=dyw3" (-ny

7.6 Boltzmann-Substitution

Die allgemeine Diffusionsgleichung (z. B. 6-4) ist eine parabolische partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung (es treten keine gemischten zweiten Ableitungen auf; die zweite Ableitung nach
der Zeit ist nicht vorhanden [MEINHOLD und WAGNER, 1975]):

08 0 00 or o (Ll oT

atzﬁs(Diﬁs) atzas(Cn'ﬁsj (7-34)
Anfangs- und Randbedingungen:

=6 fuirs>0undr=0 T=T;firs>0undz=0

=6 firs - oound >0 T=T;firs > oound >0

=6y firs=0und >0 T=Tyfirs=0und >0

Gesucht ist die Funktion der abhéngigen Variablen # bzw. T von den unabhédngigen Variablen s und
t. Da sich diese Funktionen nicht direkt aus der Differentialgleichung herleiten lassen, werden an-
stelle der Zusammenhénge 6 (s, t) bzw. T (s, ) die Zusammenhinge zwischen neuen Funktionen 4
bzw. 4 und s und # und # und 1 bzw. T und A hergestellt, also 6 (1) und 4 (s, t) bzw. T'(A4) und 4 (s, £).
Durch die Einfiihrung der neuen Variablen wird aus der partiellen Differentialgleichung (die von s
und ¢ abhingt) eine gewohnliche Differentialgleichung von 4 bzw. A (die nun ihrerseits von s und ¢
abhingen). Bei einer geeigneten Wahl von A (s, f) bzw. A (s, f) erhofft man, dass sich fiir 8 (1) bzw.
T (A) einfachere Funktionen ergeben.

Diese Vorgangsweise flir die obige Differentialgleichung unter Verwendung der untenstehenden
Funktionen ist als Boltzmann-Substitution bekannt [KOOREVAAR, MENELIK und DIRKSEN,
1983]. Die Beziehungen lauten

A=s'? A=s1" (7-35)
Aus der Substitution ergeben sich auch fiir 4 bzw. 4 eindeutige Randbedingungen:

0=0;firl— x© T=Tfird— o

0=6,firA=0 T=Tyfuir4=0

Fiir die Transformation der partiellen Differentialgleichung sind die Ableitungen durch Ausdriicke
mit A bzw. 4 zu ersetzen. Hierfiir werden vorerst die Gleichungen 7-35 partiell differenziert
Ok _ or_ 1 sp_ 1 o4 _ip o4 I ap_ 1

—_— = —_ . -1 e —_— —_— . -1
aS—t und o 2st 211 s und - 2st 2/11‘ )
Mit der Kettenregel ergibt sich
0_door_ 1. . do or_drod_ 1 . dT
o~ 27t W or —dd o T 24 T
und

00 d0 oAy, . dO A OT A dT o4 4 AT
Do=Pwas—t Pw Cos Ciddas b C
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Der Ausdruck auf der rechten Seite von Gl. 7-34 lasst sich daher umformen zu

2(p %) 2, v.p. ) 2(2.2)_2(,m L 4T
as\"” as) " as\! dz os\C, as )" as\' G, A

i O do ap O(A dT
_ -2 O, 90 _ 12 94 4l
! as(D dij : as(c,, dA)
(90 3 o (L 4T o

di di) Os dA\C, d4) 0Os

o d do 4 d (A dT
= 1.— «— = 1.— —_——
! cu(D di) ‘ dA(Cn dA)
Das Einsetzen der Ausdriicke fiir die linke und die rechte Seite in den Gleichungen 7-34 ergibt
L8 4 90) 4,18 (L4
2ttt aPwm 2t t u\G, ) (7-36)

Zur Trennung der Funktionen A und d6/d4 bzw. A und d4/dT wird die Gleichung umgeformt; wenn
D bzw. 1/C, konstant sind, kénnen sie aus den Ableitungen herausgehoben werden:

A di  (dd D dé Y A d4 (dT A dr
=D d@d(d/l) d@/d/ld(dl) =g de(dA) Cn-dT/dAd(dA)
Die Integration fiihrt zu

2 do A 4 (dT
—4—D ln(dl)vLC 2 =Cn-ln(dA)+C

2’ 2
oder (Anmerkung: exp (—ﬁ) =¢4D)
27 do A° dT
4D ln(Cl dﬂ) “auc,- 0 (Cl dA)
do A° dT
experfc =C;- a exp(—M/C):Cl'a'
Jetzt wird nach 6 bzw. T umgeformt:

1 2’ 1 A°
dHZCI-eXp(—4_D)d/1 dTZCI‘exp(—M/Cn)dA
Um zu einer Funktion mit bekanntem Integral zu gelangen, wird nun folgendermal3en substituiert:

A A° 4

2_ A 24 4 )
““4p 7 2\/1_3 “T4uC, T T oA, (737
du 1 du 1

dT: 2 /I/Cn . e_uz du

Ci

Die Integration ergibt

:ilch e du _2n1ic, él/ S fe du (7-38)

Wihrend 0 bzw. T entsprechend den Anfangs- bzw. den Randbedingungen von 6, bis §; bzw. von
Ty bis T; variiert, variiert A bzw. 4 und damit auch u zwischen 0 und o. Mit diesen bekannten Wer-
ten der Anfangs- und Randbedingungen konnen die Integrationskonstanten bestimmt werden. 6
bzw. T sind als Funktionen von u aufzufassen.
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b
Nach dem Fundamentalsatz der Integralrechnung gilt f f(x)dx=F(b)—F(a)

und damit

0(”) = 90 +%1@. fe—uz du T(u) TO 5[/1/C,1 f 2 du
0

oder

0 (u) = 0,-+2%1@- fe™ du T(u) = T,»+2J@- S du. (7-39)

Die Gegentiberstellung ergibt

Qo:%lé'feuzdu ﬂ f o du
i fe*u du C, :%@.feuzdu
! 0

(7-40)

Das Integral ist in jedem Mathematik-Handbuch zu finden: f e du= 2n

Die Funktion 8(u) bzw. T (u) lautet daher (Gl. 7-40 in GI. 7-41 eingesetzt):

~ _2\/_ (9 00) 2 % ~ 2\/,1/c (T T2 %

‘9(“)=9f+(90—9i)'%'fe‘“zdu T(u)zﬂ+(To_E)'\%'fe_uzdu (7-41)
0 0

Die letzte Umformung ist deswegen vorteilhaft, weil sich in der rechten Klammer genau das kom-
plementire Wahrscheinlichkeitsintegral ergibt:

2 e o 2 e,
\/;-{e du = erfc (u) = 1 —erf(u) = 1 \/;[{e du

Durch die Riicksubstitution mit Gl. 7-37 wird u in Gleichung 7-41 wieder durch 4 bzw. A ersetzt:

0(A) = 0;+ (60— 0;) - erfc (2 /\l/l_)) T(A)=T;+ (To—T;)-erfc (—2 ‘ A'/I_/C,,j

Die Abhéngigkeit von den unabhéingigen Variablen s und ¢ erhélt man schliefSlich durch die erneute
Riicksubstitution mit den Funktionen 7-35

0(s,1) = 6; + (0 0) - erfc (2 JD—J T(s,0)=T,+ (To—T)-erfec (#\/TJ (7-42)

Beziehungen des Wahrscheinlichkeitsintegrales:

erf (x) = % Jexp (-7 di = Sg\r};(tx) : Jexliﬁ_t ) s
0

Weil erf () genau 1 betragt, folgt wegen erf(x)+erfc(x) =1 und erfc (x) = erf (o) —erf(x)

0

Boltzmann-Substitution Seite 205



erfc (x) = % c}exp (—t?)dr.

7.6.1 Algorithmus zur Berechnung von Werten des Wahrscheinlichkeitsintegrals
bzw. der komplementiren Funktion mit 24-bit-Genauigkeit (d. h. relativer Fehler <6x10™"):

Das Wahrscheinlichkeitsintegral kann mit folgender Naherungsfunktion berechnet werden, wobei
fiir den Bereich —1,5 <x < 1,5 ein Abbruch bei j = 3 + Int (9-|x|) geniigt [SPANIER und OLDHAM,
1987]:

X J
2 ¥ oox ( 2)
erf(x) = = |x——+—-
) \/E[ 31 10! } nzj']+l/2)
Fiir die Berechnung der Komplementérfunktion reicht die Genauigkeit fiir x > 1,5 nicht aus, fiir die-

sen Bereich ist daher z. B. folgende abgebrochene Funktion mit fortgesetzter Bruchbildung zu be-
nutzen:

erf (x) = \E‘eXp(—xz) _\E~e><p(_x2) 1 2 3 2+Int(3xzj

2+ 1  x2+ W2+ 2+ x2+ X2

X2 + 2
2+

3
W+

Werte fiir x <—1,5 sind mit der Formel erfc (—x) =2 —erfc (x) zu berechnen.

Die Berechnung kann leicht mit dem folgenden Strukturcode programmiert werden, wobei diverse
Abweichungen von den obigen Formeln durch die damit erreichte hdhere numerische Genauigkeit
begriindet sind:

Code c¢=0: erf(x) wird berechnet
c=1: erfc(x) wird berechnet

Input code ¢ >>>> Speicherung fiir die Variablen c, x, j und f'erforderlich
Input x >>>>

If 1.5<|x| goto(2)

Set j=3+Int(9-|x])

Set f=1
(1) Replace fby 1+fx*-(1/2—j) /[ (1/2+))] Testwerte:
Replace jbyj—1 erf(1,45) =0,959695026
If j#0 goto (1) erfc (1,45) =0,0403049740
Replace f by c+fx(2—4-c) /\/1_1: erf(-0,5) =-0,520499879
Goto (4) erfc (—0,5) = 1,52049988
(2)  Replace ¢ by c-[x|/x erfc (5) = 1,53745979x10"?
Set j=3+Int(32/|x])
Set /=0
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(3)  Replace f by 1/ [f+~2x7]

Replace j by j—1

If j#0 goto (3)

Replace f by f(c*+c—1) (\[2/m) -exp (—x*)+ (1 —¢)
(4) Output f

fo=erf(x) }
<<<<
fi = erfc (x)

Bendtigt man Funktionswerte mit besonders hoher Genauigkeit, empfehlen sich als FORTRAN-
Sourcecode die Routinen ,,erf.f“ und ,,erfc.f* (Real*8) bzw. ,,derf.f und ,,derfc.f* (Double Preci-
sion bzw. Real*16), die u. a. von einem der beiden Main-Server der NETLIB, Teilbibliothek /fn
(special functions) (vom Ridge National Laboratory, USA unter ,.http://www.netlib.org/* oder von
Bergen, Norwegen unter ,,http://www.netlib.no/*), herunter geladen werden konnen.

Die Handhabung der Routinen erfordert jedoch ein wenig Erfahrung mit Programmbibliotheken.
Zur Berechnung sind ndmlich Hilfsroutinen nétig, die sich ebenfalls in der NETLIB befinden. Die
Hauptroutine und alle erforderlichen Hilfsroutinen sind in den Dateien ,,erf.f plus dependencies‘
usw. zusammengefasst. Zumeist sind sowohl erf- als auch erfc-Funktionswerte zu berechnen und
damit beide Dateien erforderlich, also z.B. ,,derf.f plus dependencies* und ,,derfc plus dependen-
cies“. Am besten kopiert man dann beide Dateien in eine neue Datei und entfernt alle Routinen, die
doppelt vorkommen. Wie auch immer, BLAS-Routinen wie z. B. ,,d1mach.f* sind sehr maschinen-
spezifisch, miissen daher plattformgemafl modifiziert und unbedingt mit einem FORTRAN-77-
Compiler kompiliert werden, sodass auch die Komplettpakete eine nédhere Befassung nicht ersparen.
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7.7 Programm zur Losung der eindimensionalen Diffusionsgleichung
[OR und WRAITH, 1997a]

PROGRAM FLOWT?2

C—SOLUTION TO 1-D TRANSIENT FLOW IN POROUS MEDIA

C—BY DANI OR — AS OF 5/12/1989

C—THE INDEPENDENT VARIABLE: VOLUMETRIC WATER CONTENT
DIMENSION X(42),X1(42),5(42),P(42),CONR(42),TERM(42)
COMMON AT(42),BT(42),CT(42),F(42),Z(42)
READ(2,*)XIC,COND,SR,PB,AMBDA,ETA (Binitiai 05 ks 0:i/05° hp* 1° 6y)
READ(2,*)DZ,DT,TOLNMAX,KMAX,ND Az, At, e, max iterations, max time, V)
K=0
DO 10 I=1,ND
X(DH=XIC*ETA

10 X1(I)=XIC*ETA
TR=SR*ETA
AMB=1/AMBDA
POWI1=(1+3* AMBDA)/AMBDA
POW2=(1+2* AMBDA)/AMBDA
POW3=1/(1+3* AMBDA)
COEF1=(1+2*AMBDA)/(4*AMBDA)
COEF2=.5*DZ*(2+3*AMBDA)/PB/(ETA-TR)**AMB
COEF3=—2*DZ*DZ/DT)*AMBDA/PB/COND*(ETA-TR)**(POW2+1)

P(1)=PB

C—NOTE — S IN THIS CASE IS THE MATRIC HEAD!
S(1)=PB

C—THIS IS RELATIVE CONDUCTIVITY - K(Theta)/Ks
CONR(1)=1.0

100  K=K+1

TIME=FLOAT(K)*DT

C—A PRESCRIBED BOUNDARY CONDITION @ND
X1(ND)=(.85*EXP(-.000003*TIME)+.15)*ETA
P(ND)=PB/((X1(ND)-TR)/(ETA-TR))**AMB
S(ND)=P(ND)
CONR(ND)=(PB/P(ND))**(2+3*AMBDA)
DO 30 [=2,ND-1
XAV=X(I)-TR
TERMO=X(I+1 +X(I-1)-2*X(I)
TERM1=(COEF I/XAV)*(X(I+1)-X(I-1))**2

30  TERM(I)=TERMO+TERM1—(COEF2*XAV**AMB)*(X(I+1)-X(I-1))
ITER=0

20  ITER=ITER+]

Programm zur Losung der eindimensionalen Diffusionsgleichung Seite 208



DO 35 [=2,ND-1
XAV=X1(I)-TR
XAVI1=5*X1(I)+.5*X(I)~TR
TERMO=X1(I+1)+X1(I-1)-2*X1(I)
TERM1=(COEF I/XAV)*(X1(I+1)-X1(I-1))**2
TERM2=(COEF2*XAV**AMB)*(X1(I+1)-X1(I-1))
TERM3=COEF3/(XAV1**POW2)*(X1(I)-X(I))
F(I)=TERM(I)+TERMO+TERM 1-TERM2-TERM3

C—THE PARTIAL DERIVATIVES OF F,
AT(I)=1.-2.%(COEF I/XAV)*(X1(I+1)-X1(I-1))+(COEF2*X AV**AMB)
CT(I)=1.+2.*(COEF1/XAV)*(X1(I+1)-X1(I-1))~-COEF2*XAV**AMB)
BB=—2.+COEF1/(XAV*XAV)*((X1(I+1)-X1(I-1))**2)
BB=BB-AMB*COEF2*XAV**(AMB—1)*(X1(I+1)-X1(I-1))
BB=BB-.5*POW2*COEF3/XAV1**(POW2+1)*(X1(I)-X(I))
BT(I)=BB—(COEF3/XAV1**POW?2)

35  CONTINUE
SUM=0.0
CALL TRID(ND,SUM)
DO 45 [=2,ND-1

45 X1(D=X1(1)-Z(I)
IF(SUM.GT.TOL.AND.ITER.LT.NMAX) GO TO 20

C—COMPUTING OTHER HYDRAULIC PROPERTIES FOR THE SOIL PROFILE
DO 55 I=2,ND
XE=(X1(I)-TR)/(ETA-TR)
P(I)=PB/(XE**AMB)
S(I)=P(I)+FLOAT(I)*DZ
CONR(I)=(PB/P(I))**(2+3* AMBDA)

55 X(D=X1()
IF(((K/24)*24).EQ.K) THEN
WRITE(3,*)‘TIME = *, K*1, ‘HOURS"

WRITE(3,*)¢-----1---—--THETA PH H KR-----*
DO 101 I=1,ND

101 WRITE(3,200)L,X(I),P(I),S(I),CONR(I)
ENDIF

IF(K.LT.KMAX) GOTO 100
200 FORMAT(4X,14,4(F12.6))
300 FORMAT(10(FS.5))
STOP
END
C—TRIDIAGONAL MATRIX SOLUTION (The Thomas Algorithm)
SUBROUTINE TRID(NN1,SUM1)
COMMON AT(42),BT(42),CT(42),F(42),Z(42)
DIMENSION FF(42),GG(42)
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AT(2)=0.0
CT(NN1-1)=0.0
FF(2)=CT(2)/BT(2)
GG(2)=F(2)/BT(2)
DO 25 [=3,NN1-1
DEN=BT(I)-FF(I-1)*AT(I)
FF(I)=CT(I)/DEN
GG()=(F(I)~AT(1)*GG(I-1))/DEN

25  CONTINUE
Z(NN1-1)=GG(NN1-1)
SUM1=SUM1+ABS(Z(NN1-1))
DO 35 [=NN1-2,2,-1
Z()=GG(I)-FF(1)*Z(I+1)
SUM1=SUM 1+ABS(Z(I))

35  CONTINUE
RETURN
END

7.8 Herleitung der Zustandsgleichung eines idealen Gases

Der grundlegende Zusammenhang zwischen dem herrschenden Druck, der vorhandenen Tempera-
tur und dem eingenommenen Volumen eines Gases wird durch die Zustandsgleichung beschrieben.
Bei ihrer Herleitung [VOGEL, 1999, S. 208] ist von fundamentalen Gesetzen der Warmelehre aus-
zugehen. Die Zustandsgleichung eines idealen Gases wird in der Bodenphysik unter anderem als
Néherungsansatz fiir die Erfassung des osmotischen Potenziales und des Potenziales des Wasser-
dampfes benutzt.

7.8.1 Wirmeenergie als kinetische Energie

Prinzipiell ist Wéarme nichts anderes als ungeordnete Molekiilbewegung, die kinetische Energie
besitzt. Die Temperatur als ein Mal} fiir die Warme muss daher in engstem Zusammenhang zur
kinetischen Energie stehen:

AL R (7-43)
S 2 2

(Ws 1= mittlere (nur auf der Warmebewegung beruhende) Translationsenergie
[m] =kg Masse des betrachteten Teilchens

v =m’s ittel aus den quadrierten Geschwindigkeiten der Teilchen gleicher Art

: s Mittel aus den quad Geschwindigkeiten der Teilchen gleicher A
[k] =JK'  Boltzmann-Konstante; k= (1,380658+0,000012)x10 > J-K '
[7] =K Temperatur

Es ist dabei egal, ob der betrachtete Stoff aus lauter gleichen oder verschiedenartigen Teilchen
besteht: gemiBl dem Gleichverteilungssatz ist der Mittelwert der kinetischen Energie ist fiir alle
Teilchenarten derselbe. Daraus folgt unmittelbar, dass sich massereichere bzw. schwerere Teilchen
langsamer bewegen und leichtere schneller. Diese Translationsenergie beruht nur auf der ungeord-
neten Molekiilbewegung und ist daher unabhingig von jener etwaiger gleichzeitig vorhandener me-
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chanischer Energie zu sehen, die aus der gemeinsamen und gleichgerichteten Bewegung mehrerer
Molekiile resultiert.

Die Boltzmann-Konstante k& dient zur Umrechnung der beiden Energie-Einheiten Joule und Kelvin.
Weil die in einem einzelnen Teilchen steckende, auf der Warmebewegung beruhende kinetische
Energie so klein ist, ist der Exponent von k extrem negativ. Wenn man die Temperatur direkt in
Joule messen wiirde, konnte man sich die Temperatureinheiten K, °C usw. und auch & sparen. Pas-
sende Einheitenfaktoren fiir die kinetische Energie eines Teilchens als Mal} fiir die Temperatur
wiren 102! mit dem SI-Vorsatz »Zepto® oder 10** mit dem SI-Vorsatz ,,Yokto*, die entsprechen-
den Einheiten wiren das Zepto-Joule (1zJ = 1x10'J) bzw. das Yokto-Joule (1yJ = 1x10**J).
Beziiglich der Einheitenfaktoren und SI-Vorsitze siche ON V 118 [1996].

7.8.2 Zustandsgleichung eines idealen Gases

Als Druck wird gemél der kinetischen Gastheorie der pro Zeit- und Flacheneinheit auf eine Wand
abgegebene Impuls verstanden [VOGEL, 1999, S. 214]. Der Impuls wird durch MolekiilstoBe der
gegen die Wand trommelnden Molekiile mit der Molekiilmasse m abgegeben. Wir definieren nun
die Molekiilzahldichte p), als Verhédltnis der Anzahl N aller Molekiile zum Kontrollvolumen V-
py = N/V. Unter dem Kontrollvolumen hat man sich einen Quader vorzustellen, der auf einer Seite
durch eine starre Wand begrenzt wird und in der Achse normal zur Wand eine Langenerstreckung
von v -dt aufweist. Von den sich ungeordnet im Kontrollvolumen bewegenden Molekiilen wird dann
ein Drittel seine Hauptbewegungsrichtung normal zur Wand haben, und die Hilfte davon wird sich
auf die Wand zu bewegen. Wenn sich jedes von diesen Molekiilen mit der Geschwindigkeit v auf
die Wand zu bewegt, legen alle in der Zeiteinheit df den Weg v -d¢ zuriick und werden daher alle die
Wand erreichen. Wenn die Wandfléche 4 betrégt, ist das Kontrollvolumen 4 -v-d¢ grof3 und enthélt
pmA -v-dt Molekiile. Die Stof3zahl z pro Flachen- und Zeiteinheit betrégt demnach
1 pyA-v-dt pu-v
76 4dt T 6

Jedes einzelne Molekiil tibertragt beim Aufprall und nachfolgender Reflexion den Impuls 2-m v auf

die Wand. Also wird durch alle StoBe auf die Wand ein Impuls pro Zeit- und Flicheneinheit der

. )2
Grofle z2-m .v:%.z.m ,v:%

iibertragen. Fiir den Gasdruck p ergibt sich daher p = py;-m v /3. Beriicksichtigt man noch die Tat-
sache, dass nicht alle Molekiile dieselbe Geschwindigkeit haben und ihr Geschwindigkeitsvektor
nicht genau normal auf die Wand hin weist, muss man das Mittel der Quadrate der vorkommenden

Geschwindigkeiten ansetzen: p= 3 Py M- v,

Das ist die Grundgleichung der kinetischen Gastheorie von BERNOULLI. Mittels Substitution von

m-v* durch k-T laut obiger Beziehung erhilt man p = py; k- T.
Wird die Teilchenzahldichte p,s durch den Quotienten aus der Molekiilanzahl N und dem Volumen
V riicksubstituiert und die Gleichung mit ¥ multipliziert, lautet sie

pV=NkT.
[N] =dim.los Anzahl der Molekiile im Kontrollvolumen
Wird die Anzahl der Molekiile durch die GroBe » in der Einheit Mol angegeben, entsprechen
{n} mol Molekiile einer Anzahl vonn-L=N: p-V=n-Lk'T.
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[L] =mol Avogadro-Konstante oder Loschmidtsche Zahl,
L =(6,0221367+0,0000036)x10* mol .
L gibt die Anzahl an Teilchen an, die in einem Mol bzw. pro Mol enthalten sind
und ist daher jene Anzahl an Atomen des Nuklids '*C im Grundzustand, die eine
Masse von 0,012 kg ergeben.

[n] =mol Stoffmenge; Gesamtmenge der im Kontrollvolumen vertretenen Molekiile unter-
schiedlicher Art

Zur Vereinfachung fasst man noch das Produkt L -k zur universellen Gaskonstante R zusammen und
gelangt letztlich zur Zustandsgleichung des Idealgases, in dem die Teilchen abgesehen von kurz-
zeitigen Stofen keine Kréfte aufeinander ausiiben und selbst kein merkliches Eigenvolumen haben:

-

[p] =Pa=Jm~” herrschender Druck im idealen Gas
V] =m’ Volumen
[n] =mol Stoffmenge; Gesamtmenge der Molekiile im Kontrollvolumen

[R] =JK 'mol™" universelle Gaskonstante. R =(8,314510+0,000070) J-K "-mol™'
(Quelle: ONORM ON V 118, S. 11.5 [1996])
[T] =K herrschende Temperatur

7.9  Beispiel einer Kurvenanpassung

Haufig sind in Computerprogrammen Modellfunktionen zu implementieren, die physikalische
Stoffeigenschaften in Abhéngigkeit von intensiven Zustandsgrofen darstellen. In der Literatur sind
zwar mitunter etliche Wertepaare angegeben, oft jedoch keine geschlossenen Funktionen. Wie man
in Féllen wie diesem vorgehen kann, bei denen zwar eine Wertetabelle, aber keine analytische
Beziehung bekannt ist (die vielleicht mit Hilfe der Thermodynamik und der Atomphysik aufgestellt
werden konnte), soll kurz anhand der Dichte von Wasser als Funktion der Temperatur p (¢) auf-
gezeigt werden. Die Aufgabe und ihre Losung sollen nur als Lehrbeispiel fiir die Vorgangsweise
dienen. Als Modellfunktion sollte jedenfalls die in Kapitel 7.2.3 angegebene Funktion 7-7 von
TANAKA et al. [2001] verwendet werden, weil sie aus einer 0ffentlichen Publikation stammt und
daher zitiert werden kann, weil ihre Genauigkeit zur Zeit unerreicht ist und weil sie eine wesentlich
einfachere Funktion ist.

Um eine Niherungsfunktion p (7) fiir die Dichte des Wassers zu finden, kénnte man einfach mit
einem Kurvenanpassungsprogramm eine beliebige, vom Programm ausgewéhlte mehrparametrige
Modellfunktion an Tabellenwerte anpassen. Diese Vorgangsweise wire dann zu wihlen, wenn die
Dichte nur von der Temperatur und von keiner anderen physikalischen Grofe abhinge. Geht man
hingegen davon aus, dass der Warmeausdehnungskoeffizient die wahre temperaturabhiangige Grof3e
und die Dichte nur eine laut Funktion 7-6 abgeleitete Grof3e darstellt, ist eine Modellfunktion vom
Kompressibilititskoeffizienten zu erstellen und diese an die Dichtewerte sowie an die gegebenen
—T B, dT

T aus und

Werte fiir §, anzupassen. Am besten geht man von der Darstellung 7-6 p=p, -e
T

wihlt als Bezugsdichte die Maximaldichte bei 4 °C. Fiir f/)’p d7 kann man dann eine vorerst unbe-
Ty

kannte Funktion f (7) setzen und erhilt nach Umwandlung f (7) = Inp,—Inp (¢). Als Messwerte p (7)
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mogen die Tabellenwerte von BOLLRICH und PREIBLER dienen, mit denen die Werte f(¢) gebil-
det werden. An diese wird schlieBlich mit einem Kurvenanpassungsprogramm eine Unzahl an

Funktionen f (#) angepasst, die alle mehr oder weniger grole Abweichungen zu den Werten f(¢) auf-
weisen. Unter den fiinfparametrigen Funktionen weist folgende rationale Funktion aus zwei quad-
ratischen Polynomen einen sehr guten Regressionskoeffizienten auf:

2
A _a0+a1-t+a2-t
f(t)_ 1+5 't+b2‘t2 '

Um zu erzwingen, dass die Nédherungsfunktion p (f) vor allem im unteren Teilbereich wenig von
den Messwerten abweicht, wird festgelegt, dass sie im Bezugspunkt 4 °C genau die Bezugsdichte

999,97 kg/m® ergeben soll, d. h. e’ =1 bzw. f (4)=0. Die Einhaltung dieser sogenannten
Nebenbedingung kann man entweder durch Erweiterung des Funktionsansatzes um den Linearfak-
tor (t—4) oder durch Elimination eines Funktionsparameters erreichen. Bleibt man bei der fiinf-
parametrigen Funktion, wird die Nebenbedingung genau dann erfiillt, wenn der Nenner fiir 1 =4
Null wird: ao+ar-4+ay4*=0 — ag=—4-a,—4%a, und der Nenner wird zu a-(t—4) +a»(¢* — 4°).
Eine Néherungsfunktion fiir die Dichte von Wasser lautet somit mit den vier Koeffizienten a bis d
(die Genauigkeit von 4 Nachkommastellen reicht vollkommen aus)
7[a-(t;4)+b-;t22—42)] .

p,=999,97-¢ " T oy inkgm- (7-44)

a=-6,4290x10" b=28,1275x10"° 0°C<r<15°C
c=9,6989x10" d=-2,0424x10"" tin °C

Von 0 bis 30 °C betrigt der absolute Fehler gegeniiber den Tabellenwerten weniger als 0,006 kg/m’,
von 0—100°C weniger als 0,012 kg/m’. Die Modellfunktion mit den obigen Parameterwerten wire
insbesondere fiir den Bereich 0 °C <7 < 15 °C zu empfehlen.

Eine Kurvenanpassung der Modellfunktion 7-44 an die Werte der Tabelle 7-9 ergab folgende Para-
meterwerte:
a=-7,7146x10" h=9,1552x10"° 15°C<t<40°C
c=16,2395x10"" d=-9,0365x10"

Eine andere Modellfunktion p(#) wird von MALCHEREK [2000] zitiert. Das Joint Panel on
Oceanographic Tables and Standards der UNESCO habe eine empirische Zustandsgleichung defi-
niert, die die international anerkannten Messwerte des US Naval Hydraulic Office reproduziere. Die
Funktion legt die Dichte reinen Wassers pio (£) in kg/m® als Polynom fiinften Grades von der
Temperatur ¢ in Grad Celsius als

PH20 (t) =aqotaitta -t2~l—a3 't3+a4 -t4+a5 'ts (7-45)
fest, mit
ao = +999,842594 a =+6,793952x10 72 ar =—9,095290x103
a; =+1,001685x10"* as=—1,120083x10° as = +6,536332x10"°.

Interessant ist folgende Aussage von MALCHEREK: ,.Die maximale Dichte von 1000kg/m’
erreicht es bei 4 °C (genauer 3,94 °C)“. Es iiberrascht, dass der Dichtewert nicht auf zwei Nach-
kommastellen angegeben wurde — eine fiinfparametrige Modellfunktion l4sst eine hohere Genauig-
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keit als die angegebene Einerstelle erwarten. Ein Vergleich der Funktionswerte mit der Tabelle 7-9
ergab eine Abweichung von hochstens einem Hundertstel.

Zumindest im Bereich der Zimmertemperatur ist die Modellfunktion 7-44 deutlich genauer als das
quintische Polynom 7-45, stimmen doch die Funktionswerte jener Modellkurve im Gegensatz zu
letzterer mit den im Bereich 15°C <¢ <40 °C gegebenen Werten des ISO/TR auf die angegebene
Kommastelle exakt iiberein. Wie auch immer, in Anbetracht der Giite der Funktion 7-7 von
TANAKA et al. sind die beiden in diesem Kapitel vorgestellten Modellfunktionen nur Makulatur.
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