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Aufbau der VorlesungDie Vorlesung behandelt zuerst die Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung und Statistik f�ur dis-krete Variablen, wel
he Werte zum Beispiel in f0; 1g, in N0 = f0; 1; 2; : : :g oder in Z =f: : : ;�1; 0; 1; : : :g annehmen.Dana
h werden die erarbeiteten Konzepte auf stetige Variablen �ubertragen, mit Wertebe-rei
hen, mit Werteberei
hen zum Beispiel in R oder [0; 1℄. Deshalb ist der Aufbau lei
htrepetitiv, was si
h aber in vorigen Jahren gut bew�ahrt hat.S
hlussendli
hwird auf komplexere Modellierung anhand der multiplenRegressions-Analyseeingegangen.
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Kapitel 1Einf�uhrung (Stahel, Kap. 1)Die Bedeutung der Statistik liegt, f�ur viele Wissens
haften, in der F�ahigkeitverallgemeinernde S
hl�usse von Daten (\Sti
hproben") auf zuk�unftige Daten oderumfassendere Populationen zu ma
hen.Insbesondere wird dabei ber�u
ksi
htigt, dassalle Daten gewissen S
hwankungen unterworfen sind.Um dies zu quanti�zieren ben�utzt manModelle und Gesetze der Wahrs
heinli
hkeitstheorie.Der Zufall gehor
ht gewissen Gesetzen aus der Wahrs
heinli
hkeitstheorie, wel
he genausozuverl�assig sind wie andere Naturgesetze. Ob die Welt tats�a
hli
h zuf�allig ist, oder obder Zufall nur eine Terminologie ist f�ur all diejenigen deterministis
hen Faktoren, die wirunm�ogli
h alle in Betra
ht ziehen k�onnen, ist f�ur viele Betra
htungen unwesentli
h.
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Kapitel 2Modelle f�ur Z�ahldaten
2.1 Einleitung (Stahel, Kap. 4.1)Ein Wahrs
heinli
hkeitsmodell bes
hreibt, wel
he Ergebnisse eines Experiments m�og-li
h sind und wel
he Chan
en die vers
hiedenen Ergebnisse haben. Wir behandeln hierdiskrete Wahrs
heinli
hkeitsmodelle, bei denen die m�ogli
hen Ergebnisse endli
h oder \ab-z�ahlbar" (z.B. in N0 = f0; 1; 2; : : :g) sind. Ein Wahrs
heinli
hkeitsmodell erlaubt zudemmittels Simulation andere m�ogli
he Daten zu erzeugen und so zu di�erenzieren, wel
heS
hwankungen no
h plausibel sind und wel
he ni
ht.Die Experimente sind hier immer als Zufallsexperiment zu verstehen:Zufallsexperiment =Experiment, dessen Ausgang au
h ni
ht von einem Orakel exakt vorhersagbar ist2.2 Diskrete Wahrs
heinli
hkeit (Stahel, Kap. 4.2, 4.6)F�ur die Bes
hreibung von Zufallsexperimenten ben�utzen wir ein Wahrs
heinli
hkeitsmo-dell. Dieses besteht aus den folgenden Komponenten:� Grundraum 
� Elementarereignis !� Wahrs
heinli
hkeit PDer Grundraum und die Elementarereignisse sind wie folgt:
 = fm�ogli
he Elementarereignisse !| {z }m�ogli
he Ausg�ange/Resultate gBeispiel: 2-maliges Werfen einer M�unze
 = fKK;KZ;ZK;ZZg wobei K = \Kopf" und Z = \Zahl" bezei
hnetElementarereignis: zum Beispiel ! = KZUnter einem Ereignis A versteht man eine Teilmenge von 
:Ereignis A � 
9



Beispiel (Forts.): A = fgenau 1-mal Kopfg = fKZ;ZKg.Die Operationen der Mengenlehre (Komplement, Vereinigung, Dur
hs
hnitt) haben einenat�urli
he Interpretation in der Spra
he der Ereignisse.A [B , A oder B, wobei das \oder" ni
ht-exklusiv ist (\oder/und")A \B , A und BA
 , ni
ht ABeispiel: A = morgen s
heint die Sonne, B = morgen regnet es.A [ B bedeutet: morgen s
heint die Sonne oder morgen regnet es (und dies kann au
hbedeuten, dass morgen die Sonne s
heint und dass es morgen regnet); A \ B bedeutet:morgen s
heint die Sonne und morgen regnet es; A
 bedeutet: morgen s
heint die Sonneni
ht.Eine Wahrs
heinli
hkeit ordnet jedem Ereignis A eine Wahrs
heinli
hkeit P (A) zu.Dabei sind die folgenden drei grundlegenden Regeln (Axiome von Kolmogorov) erf�ullt:1. Die Wahrs
heinli
hkeiten sind immer ni
ht-negativ: P (A) � 02. Das si
here Ereignis 
 hat Wahrs
heinli
hkeit eins: P (
) = 13. P (A[B) = P (A)+P (B) falls A\B = ;, d.h. f�ur alle Ereignisse, die si
h gegenseitigauss
hliessen.Weitere Regeln k�onnen daraus abgeleitet werden, z.B.P (A
) = 1� P (A);P (A [B) = P (A) + P (B)� P (A \B):Im diskreten Fall ist eine Wahrs
heinli
hkeit festgelegt dur
h die Wahrs
heinli
hkeiten derElementarereignisse P (f!g): P (A) = X!2AP (f!g):Beispiel (Forts.) F�ur A = genau einmal Kopf = fKZ;ZKg hat manP (A) = P (KZ) + P (ZK) = 1=4 + 1=4 = 1=2.Im Wesentli
hen werden in der Wahrs
heinli
hkeitstheorie die Wahrs
heinli
hkeiten ge-wisser Ereignisse A festgelegt (auf Grund von Plausibilit�aten, Symmetrie�uberlegungen,wissens
haftli
hen Theorien, Fa
hwissen und Daten) und daraus die Wahrs
heinli
hkeitenvon gewissen anderen Ereignissen B aus den obigen Gesetzen hergeleitet.(Die Statistik geht umgekehrt vor: aus Daten, d.h. aus der Information, dass gewisseEreignisse eingetreten sind, versu
ht man R�u
ks
hl�usse auf ein unbekanntes Wahrs
hein-li
hkeitsmodell (unbekannte Wahrs
heinli
hkeiten) zu ma
hen).Interpretation von Wahrs
heinli
hkeiten:� Idealisierung der relativen H�au�gkeiten bei vielen unabh�angigenWiederholungen (frequentistis
h)� Mass f�ur den Glauben, dass ein Ereignis eintreten wird" (Bayes's
h)10



2.2.1 Der Begri� der Unabh�angigkeitWenn man die Wahrs
heinli
hkeiten P (A) und P (B) kennt, l�asst si
h im Allgemeinendaraus ni
ht P (A \B) bere
hnen.Wenn zwis
hen den Ereignissen A und B kein kausaler Zusammenhang besteht (d.h. esgibt keine gemeinsamen Ursa
hen oder Auss
hliessungen), dann de�niert man:A und B heissen (sto
hastis
h) unabh�angig , P (A \B) = P (A)P (B):Im Falle von unabh�angigen Ereignissen, vereinfa
hen si
h viele Situation: insbesonderesehen wir, dass in diesem Fall P (A \ B) aus P (A) und P (B) bere
hnet werden kann. Inder Praxis wird oftmals aufgrund von Plausibilit�ats�uberlegungen deklariert, dass zweiEreignisse unabh�angig sind.Bei mehreren Ereignissen A1; : : : An bedeutet Unabh�angigkeit, dass zum BeispielP (A1 \A2) = P (A1)P (A2);P (A1 \A2 \A3) = P (A1)P (A2)P (A3):Die allgemeine Formel f�ur unabh�angige Ereignisse lautet:P (Ai1 \ : : : \Aik) = P (Ai1) � � �P (Aik) f�ur jedes k � n und jedes 1 � i1 < : : : < ik � n:2.3 Zufallsvariable (Stahel, Kap. 4.3, 4.4)Oft sind mit einem Zufallsexperiment Zahlenwerte verkn�upft, d.h. zu jedem Elementarer-eignis (Ergebnis) ! geh�ort ein Zahlenwert X(!) = x.Beispiel: Wert einer gezogenen Jass-Karte! = As 7! X(!) = 11! = K�onig 7! X(!) = 4... ...! = Se
hs 7! X(!) = 0In obigen Beispiel ist also X(�) eine Funktion. Allgemein de�niert man:Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion:X : 
! R! 7! X(!)Die Funktion X(�) ist ni
ht zuf�allig; das Argument ! hingegen s
hon.Die Notation X (oder au
h Y;Z; : : :) ist eher un�ubli
h f�ur die Bezei
hung einer Funktion:wir werden aber sehen, dass man mit Zufallsvariablen man
hmal �ahnli
h re
hnen kann wiemit gew�ohnli
hen Variablen x(oder au
h y; z; : : :).11



Je na
h Ausgang des Zufallsexperiments (d.h. von !) erhalten wir einen anderen Wertx = X(!): der Wert x ist eine Realisierung der Zufallsvariablen X. Eine Realisierungeiner Zufallsvariablen ist also das Ergebnis eins Zufallsexperiments (wel
hes mit einer Zahlbes
hrieben werden kann).Eine Zufallsvariable X heisst diskret, falls der Werteberei
h W = WX (Menge der m�ogli-
hen Werte von X) diskret ist, d.h. abz�ahlbar (man kann die m�ogli
hen Werte dur
hnu-merieren). Zum Beispiel ist W = f0; 1; : : : ; 10g endli
h und deshalb diskret; W = N0 =f0; 1; 2; : : :g ist zwar unendli
h, aber trotzdem diskret; W = R ist ni
ht diskret (sondernkontinuierli
h). Wir werden in diesem Kapitel bloss diskrete Zufallsvariablen genauer dis-kutieren.Wahrs
heinli
hkeitsverteilung einer ZufallsvariablenDie Werte einer ZufallsvariablenX (die m�ogli
hen Realisationen von X) treten mit gewis-sen Wahrs
heinli
hkeiten auf. Diese sind wie folgt de�niert:Wahrs
heinli
hkeit, dass X den Wert x annimmt= P (X = x) = P (f!; X(!) = xg)= X!;X(!)=xP (!):Beispiel (Forts): X = Wert einer gezogenen Jass-KarteWahrs
heinli
hkeit f�ur Zahl 4 = P (X = 4)= P (f!; ! = ein K�onigg)= P (Ei
heln-K�onig) + P (Rosen-K�onig) + P (S
hellen-K�onig) + P (S
hilten-K�onig)= 4=36 = 1=9:Die \Liste" von P (X = x) f�ur alle m�ogli
hen Werte x heisst (diskrete)(Wahrs
heinli
hkeits-) Verteilung der (diskreten) Zufallsvariablen X. Zu einer Zu-fallsvariablen X geh�ort immer eine (Wahrs
heinli
hkeits-) Verteilung und umgekehrt:Zufallsvariable X , (Wahrs
heinli
hkeits-) VerteilungEs gilt immer Xalle m�ogli
hen xP (X = x) = 1:Beispiel (Forts): X = Wert einer gezogenen Jass-KarteDie Wahrs
heinli
hkeitsverteilung von X istP (X = 11) = 1=9P (X = 10) = 1=9P (X = 4) = 1=9P (X = 3) = 1=9P (X = 2) = 1=9P (X = 0) = 4=912



Wenn man nur an der ZufallsvariablenX interessiert ist, kann man den zu Grunde liegen-den Raum 
 vergessen, man brau
ht nur die Verteilung von X.2.4 Binomialverteilung (Stahel Kap. 5.1)Wir betra
hten die Situation wo es um das Messen der Anzahl Erfolge (oder Misserfolge)geht. Sol
he Anwendungen treten z.B. auf bei der Qualit�atskontrolle, Erfolg/Misserfolgbei Behandlungen (medizinis
h, biologis
h) oder au
h bei Gl�u
ksspielen.Beispiel: Werfen einer M�unzeEs wird eine M�unze geworfen, wel
he dann zuf�allig entweder auf Kopf (K) oder Zahl (Z)f�allt.Betra
hte die Zufallsvariable X mit Werten in W = f0; 1g, wel
he folgendes bes
hreibt:X = 0 falls M�unze auf Z f�allt;X = 1 falls M�unze auf K f�allt:Die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung von X kann dur
h einen einzelnen Parameter � be-s
hrieben werden: P (X = 1) = �; P (X = 0) = 1� �; 0 � � � 1:Fall die M�unze fair ist, so ist � = 1=2.Bernoulli(�)-Verteilung:Eine Zufallsvariable X mit Werten in W = f0; 1g heisst Bernoulli(�)-verteilt, fallsP (X = 1) = �; P (X = 0) = 1� �; 0 � � � 1.Die Bernoulli-Verteilung ist eine triviale Mathematisierung um das Eintre�en oder Ni
ht-Eintre�en eines Ereignis zu bes
hreiben.Beispiel (Forts.): n-maliges Werfen einer M�unzeWir betra
hten X = Anzahl K bei n unabh�angigen M�unzw�urfen. Es ist klar, dass derWerteberei
h von X die Menge W = f0; 1; : : : ; ng ist. X l�asst si
h au
h darstellen alsSumme von unabh�angigen Bernoulli-ZufallsvariablenX = nXi=1 Xi;Xi = � 1 falls K im i-ten Wurf0 falls Z im i-ten Wurf:Die Verteilung von X im obigen Beispiel l�asst si
h analytis
h ausre
hnen. Falls X1; : : : ;Xnalle unabh�angig und Bernoulli(�)-verteilt sind, so gilt zum Beispiel:P (X = 0) = P (alle X1 = : : : = Xn = 0) = (1� �)n;P (X = 1) = P (ein Xi = 1 und alle anderen Xj = 0) = �n1��(1� �)n�1:Allgemein gilt die Formel der Binomial-Verteilung.13



Binomial(n; �)-Verteilung:Eine Zufallsvariable X mit Werten in W = f0; 1; : : : ; ng heisst Binomial(n; �)-verteilt,fallsP (X = x) = �nx��x(1� �)n�x; x = 0; 1; : : : ; nwobei 0 � � � 1 der Erfolgsparameter der Verteilung ist.(Dabei ist �nx� der BinomialkoeÆzient, der angibt, auf wie viele Arten man x Erfolge undn� x Misserfolge anordnen kann).Wie bereits in obigem Beispiel motiviert, bes
hreibt X die Anzahl Erfolge/Misserfolge(Eintreten eines bestimmten Ereignis) bei n unabh�angigen Versu
hen. Das Pr�adikat\unabh�angig" ist wesentli
h f�ur die Korrektheit der Binomialverteilung.Beispiel: Spermasexing (Tages-Anzeiger 6.12.2000)Ges
hle
hts-Beein
ussung von Kuhk�albern mit einer Methode, die Spermasexing genanntwird: deren Ziel ist, ein weibli
hes Kalb zu z�u
hten. In einem Testlauf wurden zw�olf K�uhemit Spermien besamt, die optis
h na
h dem Y-Chromosom sortiert wurden (d.h. mit derSpermasexing-Methode). Da die Methode ni
ht hundertprozentig si
her ist, k�onnen wirdas als Zufallsexperiment au�assen. Sei X = Anzahl weibli
her gez�u
hteter Kuhk�alber.Eine vern�unftiges Modell ist dann:X � Binomial(12; �);wobei � unbekannt ist. E�ektiv beoba
htet wurden x = 11 weibli
h gez�u
htete Kuhk�alber:d.h. X = x = 11 wurde tats�a
hli
h realisiert.Eigens
haften der Binomialverteilung (siehe Abb. 2.1): P (X = x) ist maximal wenn xglei
h dem ganzzahligen Teil von (n + 1)� ist, und auf beiden Seiten von diesem Wertnehmen die Wahrs
heinli
hkeiten monoton ab. Wenn n�(1 � �) ni
ht allzu klein ist, istdie Verteilung glo
kenf�ormig.2.5 Kennzahlen einer Verteilung (Stahel Kap. 5.3)Eine beliebige (diskrete) Verteilung kann vereinfa
hend zusammengefasst werden dur
h 2Kennzahlen, den Erwartungswert E(X) und die Varianz Var(X) (oder Standardab-wei
hung �(X) =pVar(X)).Der Erwartungswert bes
hreibt die mittlere Lage der Verteilung und ist wie folgt de�niert:E(X) = Xx2Wx xP (X = x); Wx = Werteberei
h von X:Die Varianz bes
hreibt die Variabilit�at der Verteilung, und die Standardabwei
hung derenStreuung: Var(X) Xx2Wx(x� E(X))2P (X = x)�(X) =pVar(X):14
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Abbildung 2.1: Die Binomialwahrs
heinli
hkeiten P (X = x) als Funktion von x f�ur ver-s
hiedene n's und �'s. Links ist n = 100 und � = 0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5 und re
hts ist � = 0:5und n = 25; 50; 75; 100; 150. 15



Die Standardabwei
hung hat dieselbe Dimension wie die Messdaten: wird z.B. X in Metern(m) gemessen, so besitzt Var(X) die Dimension Quadratmeter (m2) und �(X) wiederumMeter (m).Beispiel: Sei X � Bernoulli(�).Dann:E(X) = 0 � P (X = 0) + 1 � P (X = 1) = �;Var(X) = (0� E(X))2P (X = 0) + (1� E(X))2P (X = 1) = �2(1� �) + (1� �)2�= �(1� �);�(X) = p�(1� �):Allgemeiner gilt f�ur die Binomial-Verteilung (bea
hte, dass Bernoulli(�) = Binomial(1,�)):X � Bernoulli(n; �);E(X) = n�; Var(X) = n�(1� �); �(X) =pn�(1� �):2.5.1 Kumulative VerteilungsfunktionMan
hmal ist es geeigneter, wenn man statt der \Liste" P (X = x) (f�ur alle x) die soge-nannte kumulative Verteilungsfunktion angibt:
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F (x) = P (X � x) =Xk�xP (X = k):Die Funktion F (�) ist monoton wa
hsend (allerdings ni
ht strikt monoton) und es gilt:F (�1) = 0; F (+1) = 1:Siehe au
h Abbildung 2.2. Die Kenntnis der \Liste" P (X = x) (f�ur alle x) ist �aquivalentzur Kenntnis der Funktion F (�), denn aus dem einen kann man das andere bere
hnen. ZumBeispiel gilt f�ur X mit Werteberei
h WX = f0; 1; : : : ; ng: P (X = x) = F (x) � F (x � 1)(x = 1; 2 : : : ; n) und P (X = 0) = F (0).2.6 Poissonverteilung (Stahel Kap. 5.2)Der Werteberei
h der Binomial(n; �)-Verteilung ist W = f0; 1; : : : ; ng. Falls eine Zufalls-variable ni
ht im vornherein einen bes
hr�ankten Werteberei
h hat, so bietet si
h f�ur Z�ahl-daten die Poisson-Verteilung an.Eine Zufallsvariable X mit Werten in N0 = f0; 1; 2; : : :g heisst Poisson(�)-verteilt, fallsP (X = x) = exp(��)�xx! (x = 0; 1; 2; : : :)wobei � > 0 ein Parameter der Verteilung ist.Die Poisson-Verteilung ist die Standardverteilung f�ur unbes
hr�ankte Z�ahldaten.Beispiele: Die Poisson(�)-Verteilung kann bei folgenden Anwendungen gebrau
ht werdenum die Verteilung einer Zufallsvariablen X zu modellieren:X = Anzahl S
hadenmeldungen eines Versi
herten pro JahrX = Anzahl spontaner Ereignisse in einer Nervenzelle w�ahrend einer Sekunde(via Transmitterfreisetzung an einer Synapse)Die Kennzahlen sind wie folgt: f�ur X � Poisson(�):E(X) = �; Var(X) = �; �(X) = p�:2.6.1 Poisson-Approximation der Binomial-VerteilungBetra
hte X � Binomial(n; �) und Y � Poisson(�). Falls n gross und � klein mit � = n�,dann:P (X = x) = �nx��x(1� �)n�x � P (Y = x) = exp(��)�xx! (x = 0; 1; : : : ; n):Das heisst: f�ur grosse n und kleine �: Binomial(n; �) � Poisson(�) f�ur � = n�. Mit an-deren Worten: die Poisson-Verteilung kann interpretiert werden als Verteilung f�ur selteneEreignisse bei vielen unabh�angigen Versu
hen (selten f�ur einen einzelnen Fall, dieGesamt-Anzahl kann trotzdem gross sein). 17
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Kapitel 3Statistik f�ur Z�ahldaten
3.1 Drei Grundfragestellungen der Statistik (Stahel Kap. 7.1)Die Statistik befasst si
h mit dem S
hliessen von einer oder mehreren Beoba
htungen aufeinen (oder mehrere) Parameter in einem wahrs
heinli
hkeitstheoretis
hen Modell.Beispiel (Forts.): Sei x = 11 die e�ektive Anzahl weibli
her gez�u
hteter Kuhk�alber beimSpermasexing (vgl. Kapitel 2.4). Wir fassen x = 11 auf als Realisierung der Zufallsvaria-blen X � Binom(12; �). Wir m�o
hten jetzt S
hl�usse ziehen von der Beoba
htung x = 11auf den unbekannten Parameter �.1. Grundfragestellung: Wel
hes ist der zu den Beoba
htungen plausibelste Parameter-wert? Die Antwort auf diese 1. Grundfrage heisst (Punkt-)S
h�atzung.2. Grundfragestellung: Sind die Beoba
htungen kompatibel (statistis
h vereinbar) miteinem vorgegebenen Parameterwert? Die Antwort auf diese 2. Grundfrage heisst statisti-s
her Test.3. Grundfragestellung: Wel
he Parameterwerte sind mit den Beoba
htungen kompati-bel (statistis
h vereinbar)? Die Antwort auf diese 3. Grundfrage heisst Kon�denzinter-vall oder Vertrauensintervall. Das Kon�denzintervall ist allgemeiner und informativerals ein statistis
her Test.Beispiel (Forts.): Im Beispiel von Spermasexing k�onnen die Grundfragen so lauten:1. Wel
hes ist der plausibelste Wert � (zu der Beoba
htung x = 11)?2. Ist die Beoba
htung x = 11 kompatibel mit � = 0:7?3. Wel
her Berei
h (Intervall) f�ur den Parameter � ist mit der Beoba
htung x = 11kompatibel?3.2 S
h�atzung, statistis
her Test und Vertrauensintervall beiBinomial-Verteilung (Stahel Kap. 7.2, 8.2, 9.1, 9.2)Wir betra
hten folgende Situation: gegeben ist eine Beoba
htung x, wel
he als Realisie-rung von X � Binomial(n; �) aufgefasst wird. Wir m�o
hten S
hl�usse ziehen �uber denunbekannten Parameter �. 19



3.2.1 (Punkt-)S
h�atzungEine S
h�atzung f�ur � kann pragmatis
h hergeleitet werden. Da E(X) = n� (siehe Kapi-tel 2.5) gilt: � = E(X)=n. Der Wert n (Anzahl unabh�angiger Versu
he) ist als bekanntvorausgesetzt: die einzige Unbekannte ist dann E(X). Eine pragmatis
h motivierte S
h�at-zung ist dann: [E(X) = x(= Beoba
htung), d.h. man setzt die Beoba
htung glei
h demErwartungswert. Somit ergibt si
h: �̂ = x=n:3.2.2 Statistis
her TestBeispiel: Es wird 100-mal eine M�unze geworfen.Betra
hte X = Anzahl Kopf (K) bei 100 W�urfen. Es ist vern�unftig, das Modell zu benut-zen: X � Binomial(100; �). Beoba
htet (realisiert) wurde x = 58. Wir m�o
hten testen,ob die M�unze fair ist, d.h. ob � = 1=2.MotivationIm obigen Beispiel stellen wir die folgende �Uberlegung an. Wir nehmen einmal an, dassdie M�unze fair ist, d.h. dass � = 1=2, und bere
hnen die Wahrs
heinli
hkeiten f�ur \un-plausible"Ereignisse von der Form fX � 
g f�ur \grosse"Werte 
. Die Absi
ht dabei ist zuquanti�zieren, ob die beoba
htete Anzahl x = 58 bereits zu einem \unplausiblem" Ereig-nis geh�ort (so dass man s
hliessen m�usste, dass die M�unze ni
ht mehr fair ist, das heisst� > 1=2). Die folgende Tabelle liefert die Zahlen f�ur X � Binomial(100; 1=2).
 = 52 
 = 53 
 = 54 
 = 55 
 = 56 
 = 57 
 = 58 
 = 59 
 = 60P (X � 
) 0.382 0.309 0.242 0.184 0.136 0.097 0.067 0.044 0.028Typis
herweise deklariert man ein Ereignis als \unplausibel" falls dessen Wahrs
heinli
h-keit weniger oder glei
h 5% betr�agt. In unserem Beispiel sehen wir, dass die Beoba
htungx = 58, wel
he zu dem Ereignis X � 58 geh�ort, eine zugeh�orige Wahrs
heinli
hkeit von6.7% hat und deshalb immer no
h als plausibel eingestuft wird. Das heisst, dass die Beob-a
htung x = 58 dur
haus no
h als plausibel bei einer fairen M�unze eingestuft werden kann.H�atte man aber 59-mal Kopf beoba
htet, so w�urde man dies als ni
ht mehr sehr plausibelbei einer fairen M�unze einstufen: die zugeh�orige Wahrs
heinli
hkeit ist mit 4.4% bereitseher klein. (Nat�urli
h ist die Grenze, wel
he dur
h eine Wahrs
heinli
hkeit von 5% gege-ben ist, willk�urli
h. Sp�ater werden wir dies mit dem sogenannten P-Wert 
harakterisieren,siehe unten.Formales VorgehenEin statistis
her Test f�ur den Parameter � im Modell X � Binomial(n; �) ist wie folgtaufgebaut.1. Spezi�ziere die sogenannte Nullhypothese H0:H0 : � = �0;20



und (anhand der Problemstellung) eine sogenannte Alternative HA:HA : � 6= �0 (zwei-seitig)� > �0 (ein-seitig na
h oben)� < �0 (ein-seitig na
h unten):Beispiel (Forts.): Es wird 100-mal eine M�unze geworfen.Betra
hte X = Anzahl Kopf (K) bei 100 W�urfen mit dem Modell X � Binomial(100; �).Wir m�o
hten folgende Frage untersu
hen: Ist die M�unze fair? Oder ist sie unfair, dasssie eher zu oft auf Kopf (K) landet? Im Formalismus des statistis
hen Tests heisst das:H0 : � = �0 = 1=2 und HA : � > �0 = 1=2. Insbesondere die Wahl der Alternative mussbez�ugli
h der interessierenden Fragestellung getro�en werden.2. Lege das sogenannte Signi�kanzniveau � fest. Typis
herweise w�ahlt man � = 0:05 (5%)oder au
h � = 0:01 (1%).3. Bestimme den sogenannten Verwerfungsberei
h K. Qualitativ zeigt K in Ri
htungder Alternative: K = [0; 
u℄ [ [
o; n℄ falls HA : � 6= �0;K = [
; n℄ falls HA : � > �0;K = [0; 
℄ falls HA : � < �0:Quantitativ wird K so bere
hnet, dassPH0(X 2 K) = P�0|{z}von Binomial(n; �0)(X 2 K) �� �: (3.1)Beispiel (Forts.): Bei 100-maligem M�unzwurf.H0 : � = 1=2 (d.h. �0 = 1=2) und HA : � > 1=2. F�ur � = 0:05 haben wir in der Tabelleoben gesehen, dass K = [59; 100℄ ist.4. Erst jetzt betra
hte, ob die Beoba
htung x in den Verwerfungsberei
h K f�allt:falls ja: so verwerfe H0 (die Alternative ist dann \signi�kant")falls nein: belasse H0 (was ni
ht heisst, dass deswegen H0 statistis
h bewiesen ist).Diese Art der Test-Ents
heidung beruht auf dem Widerspru
hs-Prinzip: ein statisti
herNa
hweis/Beweis gelingt bloss dann, wenn die Nullhypothese verworfen werden kann. DieseArt von wissens
haftli
her Evidenz-Findung wurde bereits von Aristoteles in der Antikepropagiert.Beispiel (Forts.): Bei 100-maligem M�unzwurf.Da x = 58 e�ektiv beoba
htet wurde: H0 wird belassen. Das heisst, dass es keine statisti-s
he Evidenz gibt (auf dem Signi�kanzniveau � = 0:05), dass die M�unze zu Gunsten vonKopf (K) gef�als
ht ist.Beispiel (Forts.): Beim Spermasexing (vgl. Kapitel 2.4) wurden x = 11 weibli
he Kuhk�al-ber gez�u
htet von insgesamt 12 K�albern. Der Hersteller der Methode behauptet, dass dieErfolgswahrs
heinli
hkeit gr�osser als 70% ist. Der Test ist wie folgt.21



Modell: X � Binomial(12; �)H0 : � = �0 = 0:7HA : � > �0 = 0:7Signi�kanzniveau: wir w�ahlen � = 0:05Verwerfungsberei
h: P�=0:7(X 2 K) �� 0:05  K = f12gEnts
heid: H0 wird belassen, d.h. die Aussage des Herstellers ist ni
ht signi�kantFehler 1. und 2. ArtBei einem statistis
hen Test treten 2 Arten von Fehlern auf.Fehler 1. Art: F�als
hli
hes Verwerfen von H0, obwohl H0 ri
htig ist.Fehler 2. Art: F�als
hli
hes Beibehalten von H0, obs
hon die Alternative zutri�t.Der Fehler 1. Art wird als \s
hlimmer" betra
htet: er wird direkt kontrolliert mittels derKonstruktion eines Tests: die Formel (3.1) besagt:P (Fehler 1. Art) = PH0(X 2 K) �� �:Das Signi�kanzniveau kontrolliert also die Wahrs
heinli
hkeit f�ur eine Fehler 1. Art. Esgilt aber au
h:P (Fehler 2. Art) wird gr�osser falls � kleiner gew�ahlt wird:Die Wahl von � steuert also einen Kompromiss zwis
hen Fehler 1. und 2. Art. Weil manaber prim�ar einen Fehler 1.Art vermeiden will, w�ahlt man � klein, z.B. � = 0:05.Beispiel (Forts.): Beim Spermasexing nehmen wir einmal an, dass in Tat und Wahrheitder Parameter � = 0:8 2 HA ist (die Spezi�kationen des Tests sind wie oben: H0 : � = 0:7,HA : � > 0:7 und � = 0:05). Da der Verwerfungsberei
h K = f12g ist (siehe oben), giltdann:P (Test beh�alt H0 bei, obs
hon � = 0:8) = P�=0:8(X � 11) = 1� P�=0:8(X = 12) = 0:93:Das heisst, dass ein Fehler 2. Art (unter der Annahme dass � = 0:8) mit grosser Wahr-s
heinli
hkeit auftritt. Das ist nat�urli
h entt�aus
hend, aber unvermeidli
h bei der kleinenAnzahl von 12 Versu
hen. Bea
hte, dass die Wahrs
heinli
hkeit f�ur einen Fehler 1. Art�� 0:05 ist.Der P-WertDie Ents
heidung eines Tests mit \Verwerfen" oder \Beibehalten" der Nullhypothese H0ist abh�angig von der etwas willk�urli
hen Wahl des Signi�kanzniveaus �. Mathematis
hbedeutet dies, dass der Verwerfungsberei
h K = K(�) abh�angig von der Wahl von � ist.Man kann si
h einfa
h �uberlegen, dass qualitative Folgendes gilt:Verwerfungsberei
h K = K(�) wird kleiner mit kleiner werdendem �;weil bei kleinem � die Wahrs
heinli
hkeit f�ur einen Fehler 1. Art klein ist (und dies wirdnat�urli
h errei
ht, wenn es tendenziell s
hwierig ist eine Nullhypothese H0 zu verwerfen- spri
h Verwerfungsberei
h K klein). Umgekehrt gilt nat�urli
h au
h, dass K = K(�)gr�osser wird mit wa
hsendem �. Dies impliziert: es gibt ein Signi�kanzniveau, bei dem dieNullhypothese H0 \gerade no
h" verworfen wird.22



Der P-Wert ist de�niert als das kleinste Signi�kanzniveau,bei dem die Nullhypothese H0 (gerade no
h) verworfen wirdDer P-Wert kann folgendermassen gere
hnet werden: die Beoba
htung X = x kommt aufdie Grenze des Verwerfungsberei
hs K = K(P-Wert) mit Signi�kanzniveau = P-Wert zuliegen; siehe au
h Abbildung 3.1.

Beob. X=x

Summe der W.’keiten = P−Wert

Einseitiger Test mit Alternative H_A: pi > pi_0

Verteilung von X unter H_0: pi = pi_0

Abbildung 3.1: S
hematis
he Darstellung des P-Werts bei einer einseitigen AlternativeHA : � > �0.Der P-Wert liefert mehr Information als bloss die Test-Ents
heidung bei einem vorbe-stimmten Signi�kanzniveau � (z.B. � = 0:05). Insbesondere gilt aufgrund der De�nitiondes P-Werts: verwerfe H0 falls P-Wert � �belasse H0 falls P-Wert > �:Zus�atzli
h zu dieser Ents
heidungsregel quanti�ziert der P-Wert wie signi�kant eine Al-ternative ist (d.h. wie gross die Evidenz ist f�ur das Verwerfen von H0). Spra
hli
h wirdman
hmal wie folgt �ubersetzt:P-Wert � 0:05 : s
hwa
h signi�kantP-Wert � 0:01 : signi�kantP-Wert � 0:001 : stark signi�kantP-Wert � 10�4 : �ausserst signi�kantBeispiel (Forts.): Beim Spermasexing betra
hten wir die Null-Hypothese � = 0:7 unddie Alternative � > 0:7. Beoba
htet wurde x = 11, aufgefasst als Realisierung von X �Binomial(12; �). Der P-Wert ist dann:P�=0:7(X � 11) = P�=0:7(X = 11) + P�=0:7(X = 12) = 0:085:23



Wie wir bereits fr�uher gesehen haben, liefert dies kein Verwerfen von H0 auf dem Si-gni�kanzniveau � = 0:05. (Wenn man - aus irgendwel
hen Gr�unden - im voraus dasSigni�kanzniveau � = 0:09 gew�ahlt h�atte, so k�onnte man H0 auf diesem Signi�kanzniveau� = 0:09 verwerfen).3.2.3 VertrauensintervallInformativer als ein statistis
her Test ist ein sogenanntes Vertrauensintervall (au
h Kon�-denzintervall genannt). Es liefert eine Antwort auf die 3. Grundfragestellung von Kapitel3.1: Wel
he Werte von � sind mit der Beoba
htung x kompatibel (statistis
h vereinbar).Ein Vertrauensintervall I zum Niveau 1 � � besteht aus allen Parameterwerten, die imSinne des statistis
hen Tests zum Signi�kanzniveau � mit der Beoba
htung vertr�agli
hsind (�ubli
herweise nimmt man den zweiseitigen Test). Mathematis
h heisst dies:I = f�0; Nullhypothese H0 : � = �0 wird belasseng: (3.2)Diese Beziehung stellt eine Dualit�at zwis
hen Tests und Vertrauensintervall dar.Die Bere
hnung kann gra�s
h, oder mit einer Tabelle erfolgen. Falls n \gross" ist, so kanndie sogenannte Normalapproximation (siehe Kap. 4.5) ben�utzt werden. Letztere ergibt fol-gendes approximatives Kon�denzintervall I zum Niveau 1�� = 0:95 f�ur den unbekanntenParameter �: I � xn � 1:96rxn(1� xn) 1n (3.3)Das Vertrauensintervall I = I(x) h�angt von der Beoba
htung ab. Wenn man anstelle derBeoba
htung die zugeh�orige Zufallsvariable X einsetzt, so ist I(X) zuf�allig und hat dieEigens
haft: P (� 2 I(X)) �> 1� �:Dies kann so interpretiert werden, dass der wahre Parameter � mit Wahrs
heinli
hkeit1� � im Kon�denzintervall I enthalten ist.Beispiel (Forts.): Beim Spermasexing erh�alt man f�ur ein zweiseitiges Kon�denzintervallzum Niveau 1 � � = 0:95 mittels einer Tabelle oder dem Computer f�ur die Bere
hnungvon (3.2): I = (0:615; 0:998)Das heisst, dass der wahre\Zu
ht"-Parameter � mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 95% in Iliegt. Es besteht also auf Grund der kleinen Sti
hprobe grosse Unsi
herheit, wie erfolgrei
hdie Methode bei langfristigem Einsatz tats�a
hli
h sein wird. Die N�aherungsformel in (3.3)ist f�ur dieses Beispiel ni
ht besonders gut, weil n = 12 eher klein ist. Man erh�alt mit (3.3):I � (0:760; 1:073)Der re
hte Endpunkt ist nat�urli
h zu gross, denn der Parameter � ist ja kleiner oder glei
h1. 24



3.3 S
h�atzung, Test und Vertrauensintervall bei Poisson-Verteilung (Stahel, Kap. 7.2, 8.1, 9.1)Wir betra
hten folgende Situation: gegeben ist eine Beoba
htung x, wel
he als Realisierungvon X � Poisson(�) aufgefasst wird. Wir m�o
hten S
hl�usse ziehen �uber den unbekanntenParameter �.3.3.1 (Punkt-)S
h�atzungDa E(X) = � (siehe Kapitel 2.6), und unter Verwendung der pragmatis
hen S
h�atzungvon E(X) mittels der Beoba
htung x, erh�alt man die S
h�atzung:�̂ = x:3.3.2 Statistis
her TestEin statistis
her Test f�ur den Parameter � im Modell X � Poisson(�) erfolgt v�ollig analogzu der Konstruktion bei der Binomial-Verteilung in Kapitel 3.2.2.1. Spezi�ziere die Nullhypothese H0:H0 : � = �0;und (anhand der Problemstellung) eine Alternative HA:HA : � 6= �0 (zwei-seitig)� > �0 (ein-seitig na
h oben)� < �0 (ein-seitig na
h unten):2. Lege das Signi�kanzniveau � fest, zum Beispiel � = 0:05.3. Bestimme denVerwerfungsberei
hK. Qualitativ zeigtK in Ri
htung der Alternative:K = [0; 
u℄ [ [
o;1) falls HA : � 6= �0;K = [
;1) falls HA : � > �0;K = [0; 
℄ falls HA : � < �0:Quantitativ wird K so bere
hnet, dassPH0(X 2 K) = P�0|{z}von Poisson(�0)(X 2 K) �� �:4. Erst jetzt betra
hte, ob die Beoba
htung x in den Verwerfungsberei
h K f�allt:falls ja: verwerfe H0;falls nein: belasse H0.Die Konzepte wie Fehler 1. und 2. Art oder P-Wert sind identis
h wie in Kapitel 3.2.2.25



3.3.3 VertrauensintervallDas Vertrauensintervall I zum Niveau 1 � � (siehe au
h Kapitel 3.2.3) besteht aus allenWerten �, die beim zugeh�origen Test akzeptiert werden. Man
hmal kann au
h die folgendeApproximation benutzt werden f�ur ein zweiseitiges Kon�denzintervall zum Niveau 1�� =0:95: I = I(x) � x� 1:96px:Beispiel: Im Jahr 1992 gab es x = 554 Tote bei Verkehrsunf�allen in der S
hweiz. Wirfassen diese Beoba
htung auf als eine Realisierung von X � Poisson(�). Die S
h�atzungist dann �̂ = 554 und das approximative Vertrauensintervall ist I = I(x) � (507:9; 600:1).
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Kapitel 4Modelle und Statistik f�urMessdaten
4.1 EinleitungIn vielen Anwendungen hat man es ni
ht mit Z�ahl-, sondern mit Messdaten zu tun, beidenen die Werte im Prinzip kontinuierli
h sind. Zur Illustration betra
hten wir zwei Da-tens�atze. Beim ersten werden zwei Methoden zur Bestimmung der latenten S
hmelzw�armevon Eis vergli
hen. Wiederholte Messungen der freigesetzten W�arme beim Uebergang vonEis bei �0:72Æ C zu Wasser bei 0Æ C ergaben die folgenden Werte (in 
al/g):Methode A 79.98 80.04 80.02 80.04 80.03 80.03 80.04 79.97 80.05 80.03Methode A 80.02 80.00 80.02Methode B 80.02 79.94 79.98 79.97 79.97 80.03 79.95 79.97Obwohl die Messungen mit der gr�osstm�ogli
hen Sorgfalt dur
hgef�uhrt und alle St�orein-
�usse ausges
haltet wurden, variieren die Messungen von Fall zu Fall. Wir werden dieseVariationen innnerhalb der Messreihen als zuf�allig modellieren, das heisst wir interpre-tieren diese Werte als Realisierungen von Zufallsvariablen. Wir werden dann die Fragebeantworten, ob die Unters
hiede zwis
hen den Methoden ebenfalls als zuf�allig angesehenwerden k�onnen, oder ob ein systematis
her Unters
hied plausibler ist, der au
h in der gan-zen Population, d.h. in weiteren Messungen, bestehen bleibt. Im letzteren Fall werden wirdann no
h zus�atzli
h angeben, wie gross der systematis
he Unters
hied etwa ist.Im zweiten Beispiel wurde bei 11 Individuen die Aggregation von Blutpl�att
hen vor undna
h dem Rau
hen einer Zigarette gemessen. Die folgenden Daten geben den Anteil ag-gregierter Blutpl�att
hen (in Prozent) na
h einer Stimulation an.Individuum 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11Vorher 25 25 27 44 30 67 53 53 52 60 28Na
hher 27 29 37 56 46 82 57 80 61 59 43Wieder variieren die Werte in einer ni
ht vorhersehbaren Art. Diesmal handelt es si
hjedo
h weniger umMessfehler, sondern um Variation zwis
hen Individuen (vermutli
h g�abees au
h no
h eine gewisse Variation beim glei
hen Individuum, wenn der Test wiederholtw�urde). Die Aggregation bei diesen 11 Individuen ist meistens, aber ni
ht immer na
h demRau
hen h�oher, und die Fragestellung lautet, ob es si
h hier um einen zuf�alligen E�ekthandelt, der auf die spezi�s
he Sti
hprobe bes
hr�ankt ist, oder ob man dieses Resultat27



auf eine gr�ossere Population verallgemeinern kann. Im letzteren Fall m�o
hte man wiederangeben, wie gross die mittlere Zunahme etwa ist.4.2 Deskriptive Statistik (Stahel, Kap. 2 und 3.1, 3.2)Bei einer statistis
hen Analyse ist es wi
htig, ni
ht einfa
h blind ein Modell anzupassenoder ein statistis
hes Verfahren anzuwenden. Die Daten sollten immer mit Hilfe von ge-eigneten gra�s
hen Mitteln dargestellt werden, da man nur auf diese Weise unerwarteteStrukturen und Besonderheiten entde
ken kann. Kennzahlen k�onnen einen Datensatz grob
harakterisieren. Im Folgenden werden die Daten mit x1; : : : ; xn bezei
hnet.4.2.1 KennzahlenH�au�g will man die Verteilung der Daten numeris
h zusammenfassen. Dazu brau
ht manmindestens zwei Kenngr�ossen, eine f�ur die Lage und eine f�ur die Streuung. Die bekannte-sten sol
hen Gr�ossen sind das arithemtis
he Mittel fur die Lage,x = 1n nXi=1 xiund die empiris
he Standardabwei
hung f�ur die Streuung,sx = pvar =vuut 1n� 1 nXi=1(xi � x)2:(der Nenner n � 1, anstelle von n, ist mathematis
h begr�undet und hat die Eigens
haft,dass kein \systematis
her" Fehler auftritt).Alternative Kenngr�ossen sind derMedian als Lagemass und dieQuartilsdi�erenz als Streu-ungsmass. Diese werden mit Hilfe von sogenannten Quantilen de�niert.QuantilDas empiris
he �-Quantil ist ans
hauli
h gespro
hen der Wert, bei dem � � 100% derDatenpunkte kleiner und (1� �)� 100% der Punkte gr�osser sind.Zur formalen De�nition f�uhren wir die geordneten Werte ein:x(1) � x(2) � : : : � x(n):Das empiris
he �-Quantil ist dann glei
h12(x(�n) + x(�n+1)) falls � � n eine ganze Zahl ist;x(k) wobeik = n�a
hstgr�ossere ganze Zahl von � � n; falls � � n keine ganze Zahl ist:Der (empiris
he) Median ist das empiris
he 50%-Quantil: d.h., es markiert die \mittlere"Beoba
htung und ist also ein Mass f�ur die Lage der Daten.28



Die Quartilsdi�erenz ist glei
hempiris
hes 75%-Quantil� empiris
hes 25%-Quantilund ist ein Streuungsmass f�ur die Daten.Median und Quartilsdi�erenz haben den Vorteil, dass sie robust sind: das heisst, dass sieviel weniger stark dur
h extreme Beoba
htungen beein
usst werden k�onnen als arithme-tis
hes Mittel und Standardabwei
hung.Beispiel: Messung der S
hmelzw�arme von Eis mit Methode AAufgrund von n = 13 Messungen: das arithmetis
he Mittel x = 80:02 und die Standard-abwei
hung sx = 0:024. Ferne, f�ur n = 13 ist 0:25n = 3:25, 0:5n = 6:5 und 0:75n = 9:75.Damit ist das 25%-Quantil glei
h x(4) = 80:02, der Median glei
h x(7) = 80:03 und das75%-Quantil glei
h x(10) = 80:04.StandardisierungDur
h Vers
hiebung und Skalierung der Werte kann man errei
hen, dass zwei oder mehrereDatens�atze die glei
he Lage und Streuung haben. Insbesondere kann man einen Datensatzso standardisieren, dass das arithmetis
he Mittel glei
h Null und die Standardabwei
hungglei
h 1 ist. Dies errei
ht man mitels der linear transformierten Variablenzi = xi � xsx (i = 1; : : : ; n):Alle Aspekte einer Verteilung, die bei einer Vers
hiebung oder Skalierung unver�andert blei-ben, ma
hen die Form der Verteilung aus. Dazu geh�ort insbesondere die S
hiefe (Asym-metrie) der Verteilung, f�ur die es au
h Kennzahlen gibt.4.2.2 Gra�s
he MethodenEinen �Uberbli
k �uber die auftretenden Werte ergibt das Histogramm. Um ein Histogrammzu zei
hnen, bildet man Klassen (
k�1; 
k℄ und bere
hnet die H�au�gkeiten hk, d.h. dieAnzahl Werte in diesem Intervall. Dann tr�agt man �uber den Klassen Balken auf, derenFl�a
he proportional zu hk ist.Beim Boxplot hat man ein Re
hte
k, das vom empiris
hen 25%- und vom 75%-Quantilbegrenzt ist, und Linien, die von diesem Re
hte
k bis zum kleinsten- bzw. gr�ossten \nor-malen"Wert gehen (per De�nition ist ein normaler Wert h�o
hstens 1.5 mal die Quartilsdif-ferenz von einem der beiden Quartile entfernt). Zus�atzli
h gibt man no
h Ausreisser dur
hSterne und den Median dur
h einen Stri
h an. Der Boxplot ist vor allem dann geeignet,wenn man die Verteilungen einer Variablen in vers
hiedenen Gruppen (die im allgemeinenvers
hiedenen Versu
hsbedingungen entspre
hen) verglei
hen will; siehe Abbildung 4.1.Die empiris
he kumulative Verteilungsfunktion Fn(�) ist eine Treppenfunktion, die linksvon x(1) glei
h null ist und bei jedem x(i) einen Sprung der H�ohe 1n hat (falls ein Wertmehrmals vorkommt, ist der Sprung ein Vielfa
hes von 1n). In andern Worten:Fn(x) = 1nAnzahlfi j xi � xg:Abbildung 4.2 zeigt die empiris
he kumulative Verteilungsfunktion f�ur die Messungen derS
hmelzw�arme von Eis mit Methode A. 29
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Abbildung 4.1: Boxplots f�ur die zwei Methoden zur Bestimmung der S
hmelzw�arme vonEis.
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Abbildung 4.2: Empiris
he kumulative Verteilungsfunktion der Messungen derS
hmelzw�arme von Eis mit Methode A.Mehrere VariablenWenn wir zwei vers
hiedene Gr�ossen messen, d.h. wenn die Daten von der Form (x1; y1); : : : (xn; yn)sind, interessiert man si
h in erster Linie f�ur die Zusammenh�ange und Abh�angigkeiten zwi-s
hen den Variablen. Diese kann man aus dem Streudiagramm ersehen, wel
hes die Datenals Punkte in der Ebene darstellt: Die i-te Beoba
htung entspri
ht dem Punkt mit Koor-dinaten (xi; yi). Die Abbildung 4.3 zeigt das Streudiagramm f�ur die Werte \vorher" und\na
hher" bei der Blutpl�att
hen-Aggregation. Man sieht einen klaren monotonen Zusam-menhang, Individuen haben also eine Tendenz zu starker, bzw. s
hwa
her Aggregation,unabh�angig vom Rau
hen.F�ur die numeris
he Zusammenfassung der Abh�angigkeit ist die empiris
he Korrelationr am gebr�au
hli
hsten:r = sxysxsy ; sxy = Pni=1(xi � x)(yi � y)n� 1 :Die empiris
he Korrelation ist eine dimensionslose Zahl zwis
hen -1 und +1. Das Vorzei-
hen von r misst die Ri
htung und der Betrag die St�arke des linearen Zusammenhangs30
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Abbildung 4.3: Streudiagramm der Blutpl�att
hen-Aggregation vor und na
h dem Rau
heneiner Zigarette.zwis
hen den beiden Variablen. Im Fall der Aggregation von Blutpl�att
hen ist die empiri-s
he Korrelation glei
h 0.9, was den Eindru
k vom Streudiagramm best�atigt. Man solltejedo
h nie r bere
hnen, ohne einen Bli
k auf das Streudiagramm zu werfen, da ganz ver-s
hiedene Strukturen den glei
hen Wert von r ergeben k�onnen.4.3 Stetige Zufallsvariablen und Wahrs
heinli
hkeitsvertei-lungen (Stahel, Kap. 6.1 { 6.4, 11.2)Eine Zufallsvariable X heisst stetig, wenn deren Werteberei
h WX kontinuierli
h ist; z.B.Wx = R; R+ oder [0; 1℄.In Kapitel 2.3 hatten wir gesehen, dass die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung einer diskretenZufallsvariablen bes
hrieben werden kann, indem man die \Punkt"-Wahrs
heinli
hkeitenP (X = x) f�ur alle m�ogli
hen x im Werteberei
h angibt. F�ur eine stetige Zufallsvariable Xgilt jedo
h: P (X = x) = 0 f�ur alle x 2WX :Dies impliziert, dass wir die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung von X ni
ht mittels der Anga-ben von \Punkt"-Wahrs
heinli
hkeiten bes
hreiben k�onnen.Die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung einer stetigen Zufallsvariablen X kann jedo
h bes
hrie-ben werden, indem man die Wahrs
heinli
hkeiten f�ur alle Intervalle (a; b℄ (a < b) angibt:P (X 2 (a; b℄) = P (a < X � b):Diese Information ist au
h in der kumulativen Verteilungsfunktion F (x) = P (X � x)enthalten, denn: P (a < X � b) = F (b)� F (a):Zusammenfassend heisst dies, dass die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung einer stetigen Zu-fallsvariablen X dur
h die kumulative Verteilungsfunktion bes
hrieben werden kann.31



4.3.1 (Wahrs
heinli
hkeits-)Di
hteDie Idee einer \Punkt"-Wahrs
heinli
hkeit P (X = x) kann im In�nitesimalen au
h f�urstetige Zufallsvariablen formuliert werden.Die (Wahrs
heinli
hkeits-)Di
hte f(�) ist de�niert als Ableitung der kumulativen Vertei-lungsfunktion: f(x) = F 0(x):Damit erhalten wir folgende Interpretation:P (x < X � x+ h) � hf(x) falls h klein ist:Die Begr�undung daf�ur ist:P (x < X � x+ h)=h = (F (x+ h)� F (x))=h � f(x)wobei die letzte Approximation aus der De�nition einer Ableitung folgt.Weil F (x) = R x�1 f(y)dy die Stammfunktion der Di
hte ist, gelten die folgenden Eigen-s
haften:1. f(x) � 0 f�ur alle x (da F (�) monoton wa
hsend ist)2. P (a < X � b) = R ba f(x)dx3. R1�1 f(x)dx = 1 (wegen 2.)Kennzahlen von stetigen VerteilungenDer Erwartungswert E(X) und die Standardabwei
hung �X einer stetigen ZufallsvariablenX haben dieselbe Bedeutung wie im diskreten Fall in Kapitel 2.5; einzig die Bere
hnungensehen etwas anders aus. Es gelten:E(X) = Z 1�1 xf(x)dx;Var(X) = Z 1�1(x� E(X))2f(x)dx; �X =pVar(X):In der frequentistis
hen Interpretation ist der Erwartungswert eine Idealisierung des arith-metis
hen Mittels der Werte einer Zufallsvariablen (bei vielen Wiederholungen).F�ur den Erwartungswert der transformierten Zufallsvariablen Y = g(X), wobei g : R! Reine Transformation ist, gilt:E(Y ) = E(g(X)) = Z 1�1 g(x)f(x)dx:Damit erh�alt man, dass Var(X) = E �(X � E(X))2� :32



Die obige Formel gilt au
h f�ur diskrete Zufallsvariablen. Die folgenden Re
henregeln(au
h f�ur diskrete Zufallsvariablen) erweisen si
h oft als n�utzli
h: f�ur beliebige a; b 2 R,E [a+ bX℄ = a+ b E [X℄;V ar(X) = E [X2℄� (E [X℄)2;V ar(a+ bX) = b2V ar(X):Die Quantile (einer Verteilung von X) q(�) (0 < � < 1) sind wie folgt de�niert:P (X � q(�)) = �:Das heisst: F (q(�)) = �, q(�) = F�1(�):Dies kann au
h so interpretiert werden, dass q(�) der Punkt ist, so dass die Fl�a
he von�1 bis q(�) unter der Di
hte f(�) glei
h � ist. Siehe au
h Abbildung 4.4. Das 50%-Quantilheisst der Median.
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Abbildung 4.4: Illustration des 70%-Quantils q(0:7). Links ist die Di
hte gezei
hnet, mitder Fl�a
he von �1 (oder hier au
h 0) bis q(0:7) glei
h 0.7. Re
hts die kumulative Vertei-lungsfunktion und q(0:7) als Wert der Umkehrfunktion an der Stelle 0.7.4.4 Wi
htige stetige Verteilungen (Stahel, Kap. 6.2, 6.4, 6.5, 11.2)Wir haben in Kapitel 4.3 gesehen, dass wir die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung einer steti-gen Zufallsvariablen mit der kumulativen Verteilungsfunktion F (�) oder der Di
hte f(�)
harakterisieren k�onnen. 33



4.4.1 Uniforme VerteilungDie Uniforme Verteilung tritt auf bei Rundungsfehlern und als Formalisierung der v�olligen\Ignoranz".Eine Zufallsvariable X mit Werteberei
h WX = [a; b℄ heisst Uniform([a; b℄) verteilt, fallsf(x) = � 1=(b � a) falls a � x � b0 sonstDie Di
hte ist also konstant auf dem Intervall [a; b℄. Das heisst, dass die glei
he Wahrs
hein-li
hkeit vorliegt auf dem ganzen Werteberei
h WX = [a; b℄, deshalb der Name \uniform".Die zugeh�orige kumulative Verteilungsfunktion istF (x) = 8<: 0 falls x < a(x� a)=(b � a) falls a � x � b1 falls x > bF�ur X � Uniform([a; b℄) sind die Kennzahlen wie folgt:E(X) = (a+ b)=2;Var(X) = (b� a)2=12; �X =pV ar(X):4.4.2 Exponential-VerteilungDie Exponential-Verteilung ist das einfa
hste Modell f�ur Wartezeiten auf Ausf�alle.Beispiel: Ionenkan�aleIn Membranen von Muskel- und Nerven-Zellen gibt es viele Kan�ale wo Ionen 
iessenk�onnen, falls der Kanal o�en ist. Simple kinetis
he Modelle motivieren, dass die O�enzeiteines Kanals mit der Exponential-Verteilung modelliert werden kann.Eine Zufallsvariable X mit Werteberei
h WX = R+ = [0;1) heisst Exponential-verteiltmit Parameter � 2 R+ (Exp(�)) fallsf(x) = � � exp(��x); falls x � 00 sonstDie zugeh�orige kumulative Verteilungsfunktion istF (x) = � 1� e��x falls x � 00 falls x < 0Die Di
hte und kumulative Verteilungsfunktion f�ur � = 1 sind in Abbildung 4.4 zu sehen.F�ur X � Exp(�) sind die Kennzahlen wie folgt:E(X) = 1=�;Var(X) = 1=�2; �X =pV ar(X):Einen Zusammenhang zwis
hen der Exponential- und Poisson-Verteilung ergibt si
h wiefolgt. Wenn die Zeiten zwis
hen den Ausf�allen eines Systems Exponential(�)-verteilt sind,dann ist die Anzahl Ausf�alle in einem Intervall der L�ange t Poisson(�t)-verteilt.34



4.4.3 Normal-Verteilung (Gauss-Verteilung)Die Normal-Verteilung (man
hmal au
h Gauss-Verteilung genannt) ist die h�au�gste Ver-teilung f�ur Messwerte.Beispiel: Die Li
htmessungen eines \White Dwarf Sterns" k�onnen modelliert werden alsRealisierungen von Normal-verteilten Zufallsvariablen.Eine Zufallsvariable X mit Werteberei
h WX = R heisst Normal-verteilt mit Parametern� 2 R und �2 2 R+ (N (�; �2)) fallsf(x) = 1�p2� exp��(x� �)22�2 � :Die zugeh�orige kumulative Verteilungsfunktion F (�) ist ni
ht explizit darstellbar: allgemeingilt aber F (x) = R x�1 f(y)dy.F�ur X � N (�; �2) sind die Kennzahlen wie folgt:E(X) = �;Var(X) = �2; �X =pV ar(X):Das heisst, dass die Parameter � und �2 eine nat�urli
he Interpretation als Erwartungswertund Varianz der Verteilung haben. Drei Normalverteilungen mit vers
hiedenenWerten von� und � sind in Abbildung 4.5 dargestellt.
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Abbildung 4.5: Di
hten (links) und kumulative Verteilungsfunktionen (re
hts) der Normal-verteilungen mit � = 0; � = 0:5 (ausgezogen), � = 0; � = 2 (gestri
helt) und � = 3; � = 1(Stri
h-Punkte). 35



Die Standard-NormalverteilungDie Normal-Verteilung mit � = 0 und �2 = 1 heisst Standard-Normalverteilung. DerenDi
hte und kumulative Verteilungsfunktion werden wie folgt bezei
hnet:'(x) = 1p2� exp��x22 � ;�(x) = Z x�1 '(y)dy:Die Werte von �(�) sind tabelliert. Wir werden unten sehen, dass eine Normal-Verteilungj
alN (�; �2) immer in eine Standard-Normalverteilung transformiert werden kann. Des-halb werden die Werte von �(�) gen�ugen um Wahrs
heinli
hkeiten und Quantile einerallgemeinen N (�; �2)-Verteilung zu bere
hnen.4.4.4 TransformationenEs kann n�utzli
h sein, eine stetige Zufallsvariable X zu transformieren:Y = g(X);wobei g : R! R eine Transformation ist.Lineare TransformationenWir betra
hten hier den Fall einer linearen Transformationg(x) = a+ bx (a; b 2 R):F�ur Y = g(X) gilt dann (siehe au
h Kapitel 4.3.1):E(Y ) = E(a+ bX) = a+ b E(X);Var(Y ) = Var(a+ bX) = b2Var(X); �Y = b�X : (4.1)�Uberdies gelten f�ur b > 0:��Quantil von Y = qY (�) = a+ bqX(�);fY (y) = 1b fX �y � ab � : (4.2)Standardisieren einer ZufallsvariablenWir betra
hten eine stetige ZufallsvariableX. Wir k�onnen X immer linear transformieren,so dass die transformierte Zufallsvariable Erwartungswert = 0 und Varianz = 1 hat. Diesges
hieht wie folgt: betra
hte die lineare Transformationg(x) = �E(X)�X + 1�X x36



und bilde die Transformierte Z = g(X) = X � E(X)�X :Mit Hilfe der Regeln in (4.1) gilt dann: E(Z) = 0; Var(Z) = 1.Falls X � N (�; �), so ist die standardisierte ZufallsvariableZ = X � �� � N (0; 1):Dies folgt aus der Regel in (4.2) f�ur linear transformierte Di
hten. Diese lineare Transforma-tion �uberf�uhrt also eine Normal-Verteilung in eine Standard-Normalverteilung. (Allgemei-ner gilt: eine linear transformierte Normalverteilung ist wiederum eine Normalverteilung.Diese Eigens
haft, dass man mit linearen Transformationen innerhalb der Verteilungs-Klasse bleibt ist eine spezielle Eigens
haft der Normalverteilung und im Allgemeinen ni
htri
htig).Beispiel: Bere
hnung von Wahrs
heinli
hkeiten bei N (�; �2).Wir betra
hten X � N (2; 4) und m�o
hten P (X � 5) bere
hnen. Man geht dann wie folgtvor. P (X � 5) = P (X � 2p4 � 5� 2p4 ) = P (Z � 3=2);wobei Z � N (0; 1). Somit hat man:P (X � 5) = P (Z < 3=2) = 0:933;wobei man den numeris
hen Wert mittels einer Tabelle oder Computer bestimmt.Mit der Regel (4.2) �ndet man f�ur das 95%-Quantil ((4.2) angewendet mit a = ��=� =2=2 = 1 und b = 1=� = 1=2):qX(0:95) = (qZ(0:95) + 1) � 2 = (��1(0:95) + 1) � 2 = 5:290:Ni
htlineare TransformationenWenn g : R ! R eine beliebige Transformation ist, so sind viele der oben diskutiertenEigens
haften komplizierter. Die folgende Formel kann aber n�utzli
h sein. F�ur eine stetigeZufallsvariable X mit Di
hte fX(�) gilt:E(g(X)) = Z 1�1 g(x)fX(x)dx:Siehe au
h Kapitel 4.3.1.Eine oft gebrau
hte Verteilung ist die Lognormal-Verteilung. Wenn X � N (�; �2),dann heisst Y = exp(X) Lognormal-verteilt mit Parametern � 2 R und �2 2 R+. DieLognormal-Verteilung ist ni
ht mehr symmetris
h und es gilt: E(Y ) = exp(�+ �2=2).37



4.4.5 Analogien zwis
hen Modellen und DatenZufallsvariablen und Verteilungen bes
hreiben die Population, d.h. was mit wel
her Wahr-s
heinli
hkeit passieren k�onnte. Daten x1; : : : ; xn interpretieren wir als Realisierungen vonZufallsvariablen X1; : : : ;Xn (man k�onnte au
h die n Daten als n Realisierungen von ei-ner Zufallsvariablen X interpretieren; die S
hreibweise mit mehreren Zufallsvariablen hatjedo
h Vorteile, siehe Abs
hnitt 4.5).Aus Daten k�onnen wir R�u
ks
hl�usse auf die zugrunde liegende Verteilung ziehen. Ins-besondere haben alle Gr�ossen, die f�ur Zufallsvariablen de�niert sind, ein Gegenst�u
k f�urDatens�atze gem�ass folgender Tabelle. Die empiris
hen Gr�ossen sind S
h�atzungen f�ur dietheoretis
hen Gr�ossen. Diese werden mit wa
hsendem Sti
hprobenumfang n immer genau-er.Daten Population (Modell)Histogramm Di
hteempiris
he kumulative Verteilungsfkt. theoretis
he kumulative Verteilungsfkt.empiris
he Quantile theoretis
he QuantileArithmetis
hes Mittel Erwartungswertempiris
he Standardabwei
hung theoretis
he Standardabwei
hung.4.4.6 �Uberpr�ufen der Normalverteilungs-AnnahmeOft wollen wir �uberpr�ufen ob eine Verteilung ein brau
hbares Modell f�ur einen Datensatzdarstellt. Das heisst, wir wollen �uberpr�ufen, ob ein Datensatz x1; : : : ; xn als Realisierungenvon einer Zufallsvariablen X mit einer Modell-Verteilung (z.B. mit einer kumulativenVerteilungsfunktion F (�)) aufgefasst werden kann.Im Prinzip kann man das Histogramm der empiris
hen Daten mit der Di
hte der Modell-Verteilung verglei
hen. Oft sieht man aber die Abwei
hungen oder �Ubereinstimmungenbesser, wenn man stattdessen die Quantile benutzt.Q-Q PlotDie Idee des Q-Q-Plot (Quantil-Quantil Plot) ist die empiris
henQuantile gegen die theore-tis
hen Quantile der Modell-Verteilung zu plotten. Konkret: plotte f�ur � = 0:5=n; 1:5=n; : : :,(n� 0:5)=n die theoretis
hen Quantile der Modell-Verteilung q(�) auf der x-A
hse gegendie empiris
hen Quantile, wel
he den geordneten Beoba
htungen x[1℄ < x[2℄ < : : : < x[n℄entspre
hen, auf der y-A
hse. Wenn die Beoba
htungen gem�ass der Modell-Verteilung er-zeugt wurden, sollten diese Punkte ungef�ahr auf der Winkelhalbierenden y = x liegen.Normal-PlotMeist will man ni
ht eine spezi�s
he Verteilung, sondern eine ganze Klasse von Verteilun-gen pr�ufen, also zum Beispiel die Klasse der Normalverteilungen mit beliebigem � und�.Ein Q-Q Plot wo die Modell-Verteilung glei
h der Standard-Normalverteilung N (0; 1) istheisst Normal-Plot.38



Falls die Daten Realisierungen von X � N (�; �2) sind, so gilt f�ur die Quantile von X:q(�) = �+ ���1(�):siehe (4.2). Wenn man also einen Normal-Plot ma
ht, so sollten die Punkte im Normal-Plotungef�ahr auf der Geraden �+ � � x liegen. Abbildung 4.6 zeigt zwei Normal-Plots: einmal
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Abbildung 4.6: Links: Normal-Plot f�ur 50 Realisierungen vonN (0; 1). Re
hts: Normal-Plotf�ur 50 Realisierungen von Cau
hy-Verteilung (sehr langs
hw�anzig).wo die Daten-generierende Verteilung eine Normal-Verteilung ist, und eine Situation wodie Daten von einer sehr langs
hw�anzigen Verteilung erzeugt sind. Weitere Illustrationensind in Abbildung 11.2. in Stahel ersi
htli
h.4.5 Funktionen von Zufallsvariablen, Fehlerfortp
anzung (Sta-hel, Kap. 6.8 { 6.11)In den meisten Anwendungen hat man es ni
ht mit einer, sondern mit mehreren Zufalls-variablen zu tun. �Ubli
herweise misst man die glei
he Gr�osse mehrmals (man hat mehrereIndividuen, oder man wiederholt die Messungen).Die Messungen x1; x2; : : : ; xn fassen wir als Realisierungen der ZufallsvariablenX1; : : : ;Xnauf. Diese Notation ist oft bequemer als die Interpretation, dass die Messungen als nunabh�angige Realisierungen einer ZufallsvariablenX sind. Oft sind wir an Funktionen derZufallsvariablen X1; : : : ;Xn interessiert:Y = g(X1; : : : ;Xn);wobei g : Rn ! R, und Y wiederum eine Zufallsvariable ist. Wir betra
hten hier vor allemdie Funktion Xn = n�1 nXi=1 Xi:39



Bea
hte die folgende Verbindung: wenn xi Realisierungen der Zufallsvariablen Xi sind, soist das arithmetis
he Mittel der Daten xn = n�1Pni=1 xi eine Realisierung der Zufallsva-riablen Xn.Wir sind hier an der Verteilung der Zufallsvariablen Xn interessiert (die Kenntnis dieserVerteilung ist ein wi
htiges Werkzeug um sp�ater Statistik aufgrund von arithmetis
henMitteln von Daten zu ma
hen). Dazu ma
hen wir �ubli
herweise die folgende Annahme.Die i.i.d. AnnahmeOft tre�en wir die Annahme, dass die Zufallsvariablen X1; : : : ;Xn unabh�angig vonein-ander sind und dass alle dieselbe Verteilung haben. Daf�ur benutzt man die Notation:X1; : : : ;Xn i.i.d.Die Abk�urzung i.i.d. steht f�ur: independent, identi
ally distributed.Beispiel: X1; : : : ;Xn i.i.d. � N (�; �2)bedeutet, dass alle Xi's voneinander unabh�angig sind und alle dieselbe Normal-VerteilungN (�; �2) haben.Kennzahlen und Verteilung von XnWir nehmen in diesem Abs
hnitt an, dassX1; : : : ;Xn i.i.d. � kumulative Verteilungsfkt. F :Wegen dem zweiten\i" in i.i.d. hat jedesXi dieselbe Verteilung und dieselben Kennzahlen:E(Xi) = �; Var(Xi) = �2X .Zwei Kennzahlen von Xn sind dann: E(Xn) = �;Var(Xn) = �2Xn :Der Erwartungswert von Xn ist also glei
h demjenigen einer einzelnen ZufallsvariablenXi, die Varianz nimmt jedo
h ab falls n gross ist. Daraus folgt das folgende Gesetz:Gesetz der Grossen Zahlen: falls X1; : : : ;Xn i.i.d. , dannXn �! � (n!1):Beispiel: n-maliges Werfen eines W�urfelsBetra
hte Xi = Augenanzahl im i-ten Wurf. DannXn = durs
hnittli
he Augenanzahl bei n W�urfen�! � = E(Xi) = (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6)=6 = 3:5 (n!1):40



Das heisst, bei sehr vielen W�urfen wird die durs
hnittli
he Augenanzahl nahe bei 3.5 sein.Die Verteilung von Xn ist im allgemeinen s
hwierig anzugeben. Ein Spezialfall ist derfolgende: Xn � N (�; �2X=n) falls X1; : : : ;Xn i.i.d. � N (�; �2X):Falls die einzelnen Xi's ni
ht normal-verteilt sind, so gilt erstaunli
herweise die obigeVerteilungs-Formel immer no
h approximativ. Dies liefert der folgende ber�uhmte Satz.Zentraler Grenzwertsatz: falls X1; : : : ;Xn i.i.d. , dannXn � N (�; �2X=n);wobei die Approximation im Allgemeinen besser wird mit gr�osserem n. �Uberdies ist au
hdie Approximation besser, je n�aher die Verteilung von Xi bei der Normal-VerteilungN (�; �2X) ist.Ebenso ist die standardisierte Zufallsvariablepn(Xn � �)�Xungef�ahr N (0; 1) verteilt.4.6 Statistik f�ur eine Sti
hprobe (Stahel, Kap. 8.3 { 8.5, 9.3)Wir betra
hten Daten x1; : : : ; xn wel
he als Realisierungen von X1; : : : ;Xn i.i.d. aufge-fasst werden. Zwei Kennzahlen der ZufallsvariablenXi sind: E(Xi) = � und Var(Xi) = �2X .Typis
herweise sind diese (und andere) Kennzahlen unbekannt, und man m�o
hte R�u
k-s
hl�usse aus den Daten dar�uber ma
hen.Beispiel: Blutpl�att
hen-Aggregation (siehe Abs
hnitt 4.1)Die Blutpl�att
hen-Aggregation ist ein Beispiel eines sogenannten gepaarten Verglei
hs, woman bei jeder Versu
hseinheit eine Gr�osse unter zwei vers
hiedenen Bedingungen misst.Von Interesse ist, ob ein systematis
her Unters
hied bez�ugli
h der Aggregation vor undna
h dem Rau
hen einer Zigarette besteht. Um dies zu untersu
hen bilden wir die Di�e-renzen: xi = Aggregation \na
hher" - Aggregation \vorher" (i = 1; : : : ; 11), und wir habensomit eine (uns interessierende) Sti
hprobe.4.6.1 (Punkt-) S
h�atzungenDie (Punkt-) S
h�atzungen f�ur den Erwartungswert und die Varianz sind:�̂ = n�1 nXi=1 Xi;�̂2X = 1n� 1 nXi=1(Xi �Xn)2:41



Bea
hte dass die S
h�atzer hier als Funktionen der Zufallsvariablen X1; : : : ;Xn ges
hrie-ben sind: insbesondere sind �̂ und �̂2X selbst wieder Zufallsvariablen (die Verteilungs-Eigens
haften von �̂ wurden in Abs
hnitt 4.5 diskutiert). Mit der Interpretation, dass dieDaten xi Realisierungen der Zufallsvariablen Xi sind, sind die realisierten S
h�atzer glei
hdem arithmetis
hen Mittel und der empiris
hen Varianz der Daten.4.6.2 Tests f�ur �Beispiel: Blutpl�att
hen-Aggregation (Forts.)Wir wollen testen, ob ein systematis
her Unters
hied zwis
hen Aggregation \na
hher"undAggregation \vorher" besteht. Da xi gerade die Di�erenz der Aggregationen zwis
hen\na
hher" und \vorher" ist, betra
hten wir das folgende Test-Problem:H0 : � = 0; HA : � 6= 0:Um auf den Parameter � zu testen, ma
hen wir vorerst einmal die Annahme, dassX1; : : : ;Xn i.i.d. N (�; �2X): (4.3)Eine Abs
hw�a
hung dieser Annahme wir sp�ater diskutiert.Der z-TestWir nehmen an, dass die Daten x1; : : : ; xn Realisierungen von (4.3) sind. �Uberdies ma
henwir die Annahme, dass �2X bekannt ist.Der z-Test f�ur den Parameter � ist dann wie folgt.1. Spezi�ziere die Nullhypothese H0 : � = �0und die Alternative HA : � 6= �0 (oder \<" oder \>").2. Lege das Signi�kanzniveau � fest (z.B. � = 0:05).3. Betra
hte die Teststatistik Xn. Unter der Nullhypothese gilt (siehe Abs
hnitt 4.5):Xn � N (�0; �2X=n):Der Verwerfungsberei
h f�ur die Teststatistik Xn f�ur die 2-seitige Alternative HA : � 6= �0ist dannK = (�1; �0 � ��1(1� �=2)�X=pn℄ [ [�0 +��1(1� �=2)�X=pn;1):Somit folgt mit einfa
her Umformung, dassPH0 [Xn 2 K℄ = P�0 [jXn � �0j > �Xpn��1(1� �2 )℄ = �;das heisst, die Wahrs
heinli
hkeit eines Fehlers 1. Art ist gerade glei
h dem Signi�kanzni-veau �.4. Verwerfe H0 falls das arithmetis
he Mittel der Daten xn 2 K (ansonsten belasse H0).42



Zusammenfassend ist der z-Test wie folgt:verwerfe H0, falls jpn(xn � �0)�X j > ��1(1� �=2) bei HA : � 6= �0;pn(xn � �0)�X < ���1(1� �) bei HA : � < �0;pn(xn � �0)�X > ��1(1� �) bei HA : � > �0:Im Unters
hied zu den Tests in Kapitel 3.2.2 basiert der z-Test auf mehreren Beoba
h-tungen. Diese werden aber mittels einer realisierten Teststatistik xn, oder au
h in derstandardisierten Form z = pn(xn � �0)�Xzusammengefasst (eine Funktion der Daten). Ansonsten sind die Konzepte genau glei
h wiein Kapitel 3.2.2: insbesondere brau
hen wir f�ur die Bestimmung des Verwerfungsberei
hsK die Verteilung der Zufallsvariablen unter der Nullhypothese H0 : � = �0:Z = pn(Xn � �0)�X � N (0; 1):Der t-TestWir vorhin nehmen wir an, dass die Daten Realisierungen von (4.3) sind. In der Praxis istdie Annahme, dass �X bekannt ist, oftmals unrealistis
h. Wir k�onnen aber die S
h�atzung�̂2X = 1n� 1 nXi=1(Xi �Xn)2benutzen. Dies f�uhrt aber zu einer zus�atzli
hen Unsi
herheit, wel
he ber�u
ksi
htigt werdenmuss.Die Teststatistik beim t-Test ist t = pn(xn � �0)�̂X ;und deren Verteilung unter der Nullhypothese H0 : � = �0 istT = pn(Xn � �0)�̂X � tn�1;wobei tn�1 eine sogenannte t-Verteilung mit n� 1 Freiheitsgraden ist.Die t�-Verteilung ist eine symmetrsi
he Verteilung um 0, wel
he langs
hw�anziger ist alsdie Standard-Normalverteilung N (0; 1). F�ur T � t� gilt:E(T ) = 0Var(T ) = �� � 2 :43



F�ur grosse � ist t� �ahnli
h zu N (0; 1): insbesondere strebt die t�-Verteilung gegen dieStandard-Normalverteilung N (0; 1) falls � ! 1. Abbildung 4.7 zeigt die Di
hte einert5-Verteilung.Zusammenfassend ist der t-Test wie folgt:verwerfe H0 : � = �0, falls jtj = jpn(xn � �0)�̂X j > tn�1;1��=2 bei HA : � 6= �0;t = pn(xn � �0)�̂X < �tn�1;1�� bei HA : � < �0;t = pn(xn � �0)�̂X > tn�1;1�� bei HA : � > �0;wobei tn�1;� das �-Quantile der tn�1-Verteilung bezei
hnet. Dieses Quantil ist tabelliert(siehe z. B. Stahel, Tabelle 8.5.g, p. 187) oder kann mittels Computer bere
hnet werden.Es ist etwas gr�osser als das Quantil der Normalverteilung und ergibt daher einen etwaskleineren Verwerfungsberei
h. F�ur grosse n ist der Unters
hied allerdings minim (da tn�1 �N (0; 1) falls n gross).Abbildung 4.7 illustriert den Verwerfungsberei
h des t-Tests bei n = 6 Beoba
htungen.Der P-Wert bei 2-seitiger Alternative HA : � 6= �0 kann wie folgt bere
hnet werden:P �Wert = 2�1� Ftn�1 �pnjxn � �0j�̂X �� ;wobei Ftn�1 die kumulative Verteilungsfunktion der t-Verteilung mit n�1 Freiheitsgradenbezei
hnet.
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Abbildung 4.7: Di
hte der t-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden (ausgezogen) und der Normal-verteilung (gestri
helt). Die Fl�a
hen ausserhalb der vertikalen Linien sind glei
h 2.5% bzw.glei
h dem halben P-Wert f�ur einen hypothetis
hen Datensatz mit p6jx6 � �0j=�̂X = 1:8.Beispiel (Forts.) Blutpl�att
hen-Aggregation (siehe Abs
hnitt 4.1)Wir betra
hten die Di�erenzen xi = Aggregation \na
hher" - Aggregation \vorher" (i =1; : : : ; 11) und fassen diese auf als i.i.d. Realisierungen von N (�; �2X). Die interessierendeNullhypothese und Alternative ist H0 : � = �0 = 0 und HA : � > �0 = 0. Die realisierteTeststatistik ist pn(xn � �0)�̂X = 4:2744



und das relevante Quantil f�ur � = 0:05 ist t10;0:95 = 1:812. Die Test-Ents
heidung ist also:verwerfe H0 auf dem 5% Signi�kanz-Niveau. Der P-Wert istPH0 [T > 4:27℄ = 1� F10(4:27) = 0:00082:Dies bedeutet, dass der Ein
uss von demRau
hen einer Zigarette bez�ugli
h der Blutpl�att
hen-Aggregation ho
h signi�kant ist.Wenn man anstelle der einseitigen die zweiseitige Alternative HA : � 6= �0 = 0 spezi�-ziert, so sind die Resultate wie folgt: das relevante Quantil f�ur � = 0:05 ist t10;0:975 = 2:23.Die Test-Ents
heidung bleibt dieselbe: verwerfe H0 auf dem 5% Signi�kanz-Niveau. DerP-Wert ist PH0 [jT j > 4:27℄ = 2(1� F10(4:27)) = 0:0016;4.6.3 Vertrauensintervall f�ur �Analog wie bei Z�ahldaten in Kapitel 3.2.3 besteht das Vertrauensintervall aus denjenigenWerten �, bei denen der entspre
hende Test ni
ht verwirft.Wir nehmen wiederum an, dass die Daten Realisierungen von (4.3) sind. Dies fuhrt dannauf die folgenden zweiseitigen Vertrauensintervalle (die dazugeh�origen Tests sind zweiseitigmit Alterative HA : � 6= �0) zum Niveau 1� �:xn � ��1(1� �=2) �Xpn falls �X bekannt;xn � tn�1;1��=2 �̂Xpn falls �X unbekannt:Beispiel (Forts.): Aggregation von Blutpl�att
henWir haben 10 Freiheitsgrade und t10;0:975 = 2:23. Das zweiseitige Kon�denzintervall f�ur dieErh�ohung der Bluttppl�att
hen-Aggregation na
h dem Rau
hen einer Zigarette ist somit(%-ige Zunahme) I = 10:27 � 2:23 � 7:9761=p11 = [4:91; 15:63℄:Insbesondere ist die Null ni
ht im Intervall I: das heisst, der Wert � = 0 ist ni
ht mit denDaten kompatibel (was wir bereits vom t-Test (siehe oben) wissen).4.6.4 Tests f�ur � bei ni
ht-normalverteilten DatenDer z- und t-Test sind optimal falls die Daten Realisierungen von normalverteilten Zu-fallsvariablen sind wie in (4.3). Optimalit�at bedeutet hier, dass dies die Tests sind, wel
hedie beste Ma
ht (-Kurve) haben, siehe unten.Wir betra
hten hier die allgemeinere Situation, wo die Daten Realisierungen sind vonX1; : : : ;Xn i.i.d. ; (4.4)wobei Xi eine beliebige Verteilung hat. Wir bezei
hen mit � einen Lageparameter derVerteilung (z.B. � = Median der Verteilung von Xi). Die Nullhypothese ist von der FormH0 : � = �0. 45



Die Ma
ht eines TestsWir haben in Kapitel 3.2.2 gesehen, dass es zwei Fehler f�ur einen Test gibt:Fehler 1. Art = f�als
hli
hes Verwerfen von H0, obs
hon H0 ri
htig ist;undFehler 2. Art(�) = (f�als
hli
hes) Beibehalten von H0 falls �(2 HA) ri
htig ist:Die Wahrs
heinli
hkeit f�ur einen Fehler 1. Art ist gerade glei
h �; beim Fehler 2. Art (�)betra
htet man oft die Ma
ht:Ma
ht(�) = 1� P (Fehler 2. Art (�)) = P (Verwerfen von H0 falls � stimmt):F�ur � 2 HA kann man die Ma
ht(�) interpretieren als die Chan
e, dass man ri
htigerweiseHA entde
kt falls � 2 HA stimmt. F�ur eine Teststatistik T und einen dazugeh�origenVerwerfungsberei
h K gilt dann: P�0(T 2 K) = �;Ma
ht(�) = P�(T 2 K):Der Vorzei
hen-TestWir betra
hten die Situation wo die Daten Realisierungen von (4.4) sind, wobei die einzel-nenXi ni
ht-normalverteilt sind.Wir bezei
hnen hier mit � = Median der Verteilung von Xi;im Falle einer symmetris
hen Verteilung ist � = E(Xi).Der Vorzei
hen-Test benutzt die folgende Teststatistik:V = Anzahl Xi's mit (Xi > �0):Bea
hte dass V = Anzahl positiver Vorzei
hen von (Xi � �0) was den Namen des Testserkl�art.Wir betra
hten die Nullhypothese H0 : p = P (Xi > �0) = 1=2 und die AlternativeHA : p 6= 1=2 (oder einseitige Versionen). Somit ist unter der Nullhypothese H0 dieTeststatistik V folgendermassen verteilt:V � Binomial(n; 1=2);und der Vorzei
hentest wird somit zum Test f�ur den Parameter p bei einer Binomialver-teilung.Der Vorzei
hentest stimmt immer, falls die Daten Realisierungen von (4.4) sind: das heisst,die Wahrs
heinli
hkeit f�ur einen Fehler 1. Art ist kontrolliert dur
h � bei beliebiger Vertei-lung derXi's. F�ur den z- und t-Test stimmt dies ni
ht: wegen dem Zentralen Grenzwertsatzwird aber die Wahrs
heinli
hkeit f�ur einen Fehler 1. Art approximativ kontrolliert dur
h�, zumindest falls n gross ist.Die Ma
ht des z- oder t-Tests wird aber im Allgemeinen s
hnell s
hle
ht, wenn die Xi's in(4.4) ni
ht mehr normalverteilt sind. Deshalb hat bei ni
ht-normalverteilten Daten (ni
htin guter Approximation normalverteilt) der Vorzei
hentest oftmals eine h�ohere Ma
ht als46



der z- oder t-Test. Ein Na
hteil des Vorzei
hentests ist, dass er die Information ni
ht aus-n�utzt, um wieviel die Xi von demWert �0 abwei
hen (siehe die De�nition der TeststatistikV oben).Beispiel (Forts.): Bluttpl�att
hen-AggregationDie Nullhypothese ist H0 : � = �0 = 0. Die realisierte Teststatistik ist dann v = 10 undder P-Wert bei einseitiger Alternative HA : � > �0 = 0 ist 0.005 (beim t-Test war derP-Wert = 0.00082).Der Wil
oxon-TestDer Wil
oxon-Test ist ein Kompromiss, der keine Normalverteilung voraussetzt wie dert-Test und die Information der Daten besser ausn�utzt als der Vorzei
hen-Test.Die Voraussetzung f�ur den Wil
oxon-Test ist: die Daten sind Realisierungen von (4.4)wobei die Verteilung der Xi's stetig und symmetris
h ist (symmetris
he Di
hte um � =E(Xi)). Der P-Wert bei ein- oder zwei-seitiger Alternative kann mittels Computer bere
h-net werden.Der Wil
oxon-Test ist in den allermeisten F�allen vorzuziehen: er hat in vielen Situationenoftmals bessere Ma
ht als der t- und als der Vorzei
hen-Test. Nur falls die Daten sehrgut mit einer Normalverteilung bes
hrieben werden ist der t-Test f�ur gute Datenanalyse\vollumf�angli
h taugli
h": diese Annahme oder Bedingung kann man z.B. mit dem Normal-Plot (siehe Kap. 4.4.6) gra�s
h �uberpr�ufen.Beispiel (Forts.): Bluttpl�att
hen-AggregationDie Nullhypothese ist H0 : � = �0 = 0. Der P-Wert bei einseitiger Alternative HA : � >�0 = 0 ist 0.002528.4.7 Tests bei zwei unabh�angigen Sti
hproben (Stahel, Kap. 8.8)Oft m�o
hte man einen Verglei
h zweier Methoden (Gruppen, Versu
hsbedingungen, Be-handlungen) hinsi
htli
h der Lage der Verteilung ma
hen.4.7.1 Gepaarte und ungepaarte Sti
hprobenIn allen Anwendungen ist neben der Auswertung au
h die korrekte Planung des Versu
heswi
htig. Man muss si
herstellen, dass eventuelle Unters
hiede tats�a
hli
h dur
h die ver-s
hiedenen Methoden und ni
ht dur
h eine andere St�orgr�osse verursa
ht sind. Die beidenwi
htigsten Prinzipien dazu sind Blo
kbildung und Randomisierung.Randomisierung bedeutet hier, dass man die Reihenfolge der Versu
he und die Zuordnungvon Versu
hseinheit zu Versu
hsbedingung zuf�allig w�ahlt: man hat dann Beoba
htungen(realisierte Zufallsvariablen)x1; x2; : : : ; xn unter Versu
hsbedingung 1;y1; y2; : : : ; ym unter Versu
hsbedingung 2:Im Allgemeinen ist m 6= n, aber ni
ht notwendigerweise. Bei sol
h zuf�alliger Zuord-nung von vers
hiedenen Versu
hseinheiten zu zwei vers
hiedenen Versu
hsbe-dingungen spri
ht man von einer ungepaarten Sti
hprobe.47



Beispiel:Zuf�allige Zuordnung von 100 Testpatienten zu Gruppe der Gr�osse 60 mit Medikamenten-Behandlung und zu anderer Gruppe der Gr�osse 40 mit Pla
ebo-Behandlung.Beispiel:Datensatz zu latenter S
hmelzw�arme von Eis in Kapitel 4.1.Andererseits liegt eine gepaarte Sti
hprobe vor, wenn beide Versu
hsbedingungenan derselben Versu
hseinheit eingesetzt werden. Die Daten sind dann von der fol-genden Struktur: x1; : : : ; xn unter Versu
hsbedingung 1;y1; : : : ; yn unter Versu
hsbedingung 2:Notwendigerweise ist dann die Sti
hprobengr�osse n f�ur beide Versu
hsbedingungen diesel-be.Beispiel:Datensatz zu Blutpl�att
hen-Aggregation, siehe Kapitel 4.1.4.7.2 Gepaarte TestsBei der Analyse von gepaarten Verglei
hen arbeitet man mit den Di�erenzen innerhalbder Paare, ui = xi � yi (i = 1; : : : ; n);wel
he wir als Realisierungen von i.i.d. Zufallsvariablen U1; : : : ; Un au�assen. Kein Un-ters
hied zwis
hen den beiden Versu
hsbedingungen heisst dann einfa
h E[Ui℄ = 0 (oderau
h Median(Ui) = 0). Tests daf�ur sind in Kapitel 4.6 bes
hrieben. Dabei ist zu bea
hten,dass die vorausgesetzte Symmetrie f�ur die Verteilung von Ui beim Wil
oxon-Test immergilt unter der Nullhypothese, dass Xi und Yi dieselbe Verteilung haben.4.7.3 Ungepaarte TestsBei ungepaarten Sti
hproben hat man Daten x1; : : : ; xn und y1; : : : ; ym (siehe Kapitel4.7.1), wel
he wir als Realisierungen der folgenden Zufallsvariablen au�assen:X1; : : : ;Xn i.i.d. ;Y1; : : : ; Ym i.i.d. ; (4.5)wobei au
h alle Xi's von allen Yj's unabh�angig sind.4.7.4 Zwei-Sti
hproben t-Test bei glei
hen VarianzenDas einfa
hste Problem l�asst si
h unter folgender Annahme an (4.5) l�osen:X1; : : : ;Xn i.i.d. � N (�X ; �2);Y1; : : : ; Ym i.i.d. � N (�Y ; �2): (4.6)48



Die interessierende Null-Hypothese istH0 : �X = �Y :Der Zwei-Sti
hproben t-Test (bei glei
hen Varianzen) verwirft dann die NullhypotheseH0 : �X = �Y , fallsjT j = jXn � Y mjSpoolp1=n+ 1=m > tn+m�2;1��=2 bei Alternative HA : �X 6= �Y ;T = Xn � Y mSpoolp1=n+ 1=m > tn+m�2;1�� bei Alternative HA : �X > �Y ;T = Xn � Y mSpoolp1=n+ 1=m < tn+m�2;1�� bei Alternative HA : �X < �Y :Dabei ist S2pool = 1n+m� 2  nXi=1(Xi �Xn)2 + mXi=1(Yi � Y m)2!die gepoolte S
h�atzung f�ur die gemeinsame Varianz �2. Die Wahl des Nenners in derTeststatistik T ergibt si
h ausVar(Xn � Y m) = �2( 1n + 1m): (4.7)Beweis von (4.7):1. Xn und Y m sind unabh�angig, weil alle Xi's von allen Yj's unabh�angig sind.2. Wegen der Unabh�angigkeit von Xn und Y m gilt:Var(Xn � Y m) = Var(Xn) + Var(�Y m) = Var(Xn) + Var(Y m).3. Var(Xn) = �2=n und Var(Y m) = �2=m.Somit ist mit S
hritt 2: Var(Xn � Y m) = �2(1=n+ 1=m). �Die Herleitung des Zwei-Sti
hproben t-Tests ist wie folgt. Man ersetzt die unbekannteDi�erenz �X � �Y dur
h die S
h�atzung Xn � Y m und beurteilt, ob diese S
h�atung \nahebei" 0 liegt (\weit weg von" 0 w�urde Evidenz f�ur HA bedeuten). Dies wird so quanti�ziert,dass man dur
h die Wurzel der ges
h�atzten Varianz dividiert, und dies als Teststatistikbenutzt: T = Xn � Y mqdVar(Xn � Y m)= Xn � Y mSpoolp1=n+ 1=m:Unter der Annahme (4.6) und der Null-Hypothese �X = �Y gilt dann:T � tn+m�2:Somit kommt man zu der oben angegbenen Ents
heidungsregel, analog zum t-Test f�ur eineSti
hprobe, siehe Kapitel 4.6.2.Beispiel: S
hmelzw�arme von Eis, siehe Kapitel 4.1.Die Null-Hypothese sei H0 : �X = �Y und wir betra
hten die Alternative HA : �X 6= �Y .Die Kennzahlen des Datensatzes sind: x13 = 80:021, y8 = 79:979, s2pool = 7:2 10�4. Damithat die Testgr�osse den Wert 3.47 was deutli
h gr�osser ist als das 97.5% Quantil t19;0:975 =2:093. 49



4.7.5 Weitere Zwei-Sti
hproben-TestsZwei-Sti
hproben t-Test bei unglei
hen VarianzenAnstelle der Annahme in (4.6) gelte:X1; : : : ;Xn i.i.d. � N (�X ; �2X);Y1; : : : ; Ym i.i.d. � N (�Y ; �2Y ):Die Verallgemeinerung des Zwei-Sti
hproben t-Tests f�ur unglei
he Varianzen �2X 6= �2Y istin der Literatur zu �nden und in vielen statistis
hen Programmen implementiert.Zwei-Sti
hproben Wil
oxon-Test (Mann-Whitney Test)Die Voraussetzungen f�ur den Zwei-Sti
hproben Wil
oxon-Test, man
hmal au
h Mann-Whitney Test genannt, bez�ugli
h (4.5) sind wie folgt:X1; : : : ;Xn i.i.d. � beliebige kumulative Verteilungsfunktion F (�);Y1; : : : ; Ym i.i.d. � F (� � Æ):Dies bedeutet, dass die Verteilung von Yj die um Æ vers
hobene Verteilung von Xi ist,denn: P (Yj � x+ Æ) = FY (x+ Æ) = FX(x+ Æ � Æ) = FX(x) = P (Xi � x).Die Bere
hnung des P-Werts eines Zwei-Sti
hprobenWil
oxon-Tests kann mittels Compu-ter erfolgen. Aus den glei
hen Gr�unden wie im Fall einer Sti
hprobe (siehe Kapitel 4.6.4)ist der Wil
oxon-Test im Allgemeinen dem t-Test vorzuziehen.4.8* Versu
hsplanung (Stahel, Kap. 14.1 - 14.2)Genauso wi
htig wie die Auswertung der Daten sind �Uberlegungen, wie man die Datengewinnen soll. Wir haben bisher vor allem Verglei
he zwis
hen zwei Behandlungen be-spro
hen (gepaart oder ungepaart). Man soll dabei nie eine neue Behandlung verglei
henmit Resultaten f�ur die Standardbehandlung aus fr�uheren Studien. Es brau
ht immer ei-ne Kontrollgruppe in der glei
hen Studie, die si
h m�ogli
hst wenig von der Gruppemit der neuen Behandlung unters
heidet. Dann stellt si
h nat�urli
h die Frage, wie mandie Zuordnung zu den beiden Gruppen dur
hf�uhren soll. Im gepaarten Fall muss mananalog ents
heiden, in wel
her Reihenfolge man die beiden Behandlungen dur
hgef�uhrtwerden. Systematis
he Unters
hiede zwis
hen den Gruppen, bzw. systematis
he E�ekteder Reihenfolge kann man am besten vermeiden, wenn man die Zuordnung zuf�allig ma
ht(sogenannte Randomisierung). Zuf�allig heisst dabei ni
ht willk�urli
h, sondern mit Hilfevon Zufallszahlen.Ein weiterer wi
htiger Punkt ist, dass das Experiment wenn m�ogli
h doppelblind seinsoll. Das heisst, dass weder die Person, wel
he die Behandlung dur
hf�uhrt oder beurteilt,no
h die Versu
hsperson die Gruppenzugeh�origkeit kennen. Dies ist n�otig, um Nebene�ekteauszus
halten (ni
ht die Behandlung wirkt, sondern der mit der Behandlung verbundeneAufwand). 50



Ni
ht immer ist ein randomisiertes, doppelblindes Experiment m�ogli
h (aus ethis
hen oderpraktis
hen Gr�unden). Dies ers
hwert die Auswertung und Interpretation unter Umst�an-den gewaltig, weil man St�ore�ekte praktis
h ni
ht auss
hliessen kann. Ein bekanntes Bei-spiel ist der Zusammenhang zwis
hen Rau
hen und Lungenkrebs, der lange umstrittenwar, weil die genetis
he Veranlagung und der E�ekt des Lebensstils ni
ht auszus
hliessenwaren.
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Kapitel 5RegressionDieses Kapitel ist provisoris
h und wird no
hmals modi�zert!5.1 Von der Ausglei
hsre
hnung zum Modell der linearenRegression�Ahnli
he Beispiele wie das folgende aus der Chemie treten in sehr vielen Anwendungenauf. Die Dimerisation von 1,3-Butadien l�auft na
h einem Reaktionsmodell 2. Ordnung abund ist deshalb 
harakterisiert dur
h die Glei
hungddtC(t) = ��C(t)2 ;wobei C hier den Partialdru
k des Edukts und t die Zeit bedeutet. Diese Glei
hung hatL�osungen der Form 1C(t) = 1C(0) + �t :Messungen zu vers
hiedenen Zeitpunkten im Ablauf der Reaktion sind in Abbildung 5.1dargestellt. Die letzte Glei
hung zeigt, dass der Kehrwert des Partialdru
kes linear vonder Zeit abh�angen sollte. Wegen zuf�alligen Messfehlern und kleinen systematis
hen Ab-wei
hungen vom einfa
hen Modell liegen die Punkte ni
ht genau auf einer Geraden.Das allgemeine Problem, das wir hier behandeln, l�asst si
h wie folgt formulieren. Manm�o
hte ausgehend von Beoba
htungen angeben, wie eine Zielgr�osse y (engl. target va-riable) von Ausgangsgr�ossen (au
h Versu
hsbedingungen oder erkl�arende Variablen,engl. explanatory variables, genannt) abh�angt. Wir nehmen an, dass wir m sol
he Aus-gangsgr�ossen haben, die wir mit x(1); x(2); : : : ; x(m) bezei
hnen. Im Idealfall sollte alsoyi = h(x(1)i ; x(2)i ; : : : ; x(m)i )f�ur jede Beoba
htung i gelten. Wir nehmen als einfa
hste funktionale Beziehung eine li-neare, das heissth(x(1)i ; x(2)i ; : : : ; x(m)i ) = �0 + �1x(1)i + �2x(2)i + : : :+ �mx(m)i :Die KoeÆzienten �j (j = 0; 1; : : : ;m) sind dabei in aller Regel unbekannt und m�ussenaus den Daten ges
h�atzt werden. Im obigen Beispiel war die Zielgr�osse der Kehrwert desPartialdru
ks von Butadien, die erkl�arende Variable die Zeit, �0 = 1=C(0) und �1 = �.53
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Abbildung 5.1: Partialdru
k von Butadien (links) und Kehrwert davon (re
hts), gegen dieZeit aufgetragenWenn die Anzahl n der Beoba
htungen gr�osser ist als die Anzahl p = m+ 1 unbekannterKoeÆzienten, ist es ni
ht m�ogli
h, auf diese Weise einen perfekten Zusammenhang herzu-stellen (wir haben ein lineares Glei
hungssystem mit mehr Glei
hungen als Unbekannten).Das Beste, was wir tun k�onnen, ist daher, die KoeÆzienten �j so zu bestimmen, dass dieAbwei
hungen ri (au
h Residuen oder Restfehler genannt),ri = yi � (�0 + �1x(1)i + �2x(2)i + : : : + �mx(m)i );in einem vern�unftigen Sinne minimal sind. Dies ist ein sogenanntes Ausglei
hsproblem,vgl. Kap. 5.1 im Bu
h \Lineare Algebra" von Nipp und Sto�er. Die Ausglei
hsre
hnungna
h Gauss misst die Gr�osse des Residuenvektors r = (r1; : : : ; rn)T mit der euklidis
henNorm krk =qPni=1 r2i : F�ur die Stelle, an der das Minimum angenommen wird, spielt eskeine Rolle, ob wir krk oder krk2 ans
hauen. Das heisst wir bestimmen �0; : : : ; �m so, dassS(�) = nXi=1(yi � (�0 + �1x(1)i + �2x(2)i + : : : + �mx(m)i ))2minimal wird. Den Vektor der optimalen Parameter, f�ur die S(�) minimal wird, bezei
hnenwir mit �̂ = (�̂0; : : : ; �̂m)T . Dieses Verfahren heisstMethode der Kleinsten Quadrate.Die Bestimmung von �̂ ist einfa
h. Der analytis
he Ansatz bildet die partiellen Ablei-tungen von S(�) und setzt diese glei
h Null. Der geometris
he Ansatz betra
htet dien-Tupel y = (y1; : : : ; yn)T , x(0) = (1; : : : ; 1)T und x(j) = (x(j)1 ; : : : ; x(j)n )T als Vektoren imn-dimensionalen Raum. Das Minimierungsproblem besteht dann darin, denjenigen Vektorim Unterraum aufgespannt von x(0); : : : x(m) zu �nden, der am n�a
hsten bei y ist. Dies er-gibt den Vektor ŷ der angepassten Werte ŷi = �̂0+�̂1x(1)i +: : :+�̂mx(m)i als die orthogonaleProjektion von y auf diesen Unterraum.Bei beiden Ans�atze bekommt man die optimalen Parameter �̂ als L�osung eines linearenGlei
hungssystems, der sogenannten Normalglei
hungen, die kompakt wie folgt ges
hrie-ben werden k�onnen (XTX)�̂ = XT y:54



Dabei ist X eine n � (m + 1)-Matrix mit Spaltenvektoren x(j) (j = 0; : : : ;m). Daherist XTX eine symmetris
he (m + 1) � (m + 1)-Matrix, und man kann zeigen, dass sieinvertierbar ist, wenn die Vektoren x(j) linear unabh�angig sind. Man soll aber die optimalenParameter �̂ ni
ht dur
h Invertieren von XTX oder dur
h L�osen der Normalglei
hungenbestimmen. Es gibt numeris
h bessere Algorithmen, die auf der sogenanntenQR-Zerlegungberuhen (in der Praxis wird man ohnehin Software benutzen, die ho�entli
h die bestennumeris
hen Verfahren implementiert hat).Besonders einfa
h ist die Ausglei
hsre
hnung, wenn die Spaltenvektoren x(j) orthogonalsind, d.h. wenn f�ur alle k 6= j gilt nXi=1 x(j)i x(k)i = 0:Dann ist n�amli
h (XTX) eine Diagonalmatrix, wie man sofort aus der De�nition derMatrixmultiplikation sieht, und jedes �̂j wird daher nur von x(j) und y bestimmt. Ohnedie Orthogonalit�at ist das ni
ht der Fall: �̂j h�angt im Allgemeinen au
h von x(k) ab f�urk 6= j, und wenn wir eine erkl�arende Variable weglassen oder hinzuf�ugen, �andern si
h alleges
h�atzten KoeÆzienten (es kann si
h sogar das Vorzei
hen umkehren).Explizit erw�ahnen wir die L�osung f�ur m = 0 und m = 1. F�ur m = 0 passen wir eine Kon-stante an nWerte y1; : : : ; yn an, und �̂0 ist einfa
h das arithmetis
he Mittel �yn. F�ur m = 1passen wir eine Gerade an n Punkte (xi; yi) in der Ebene an. Allerdings minimiert das Kri-terium der Kleinsten Quadrate die Abst�ande Punkt-Gerade parallel zur y-A
hse, und ni
htorthogonal auf die Gerade, siehe Abbildung 5.3 unten. Der ges
h�atzten A
hsenabs
hnitt�̂0 und die ges
h�atzte Steigung �̂1 sind�̂1 = Pni=1(yi � �yn)(xi � �xn)Pni=1(xi � �xn)2�̂0 = �yn � �̂1�xn:Die letzte Glei
hung besagt, dass die Kleinste-Quadrate-Gerade dur
h den Punkt (�xn; �yn)geht.In der ganzen Diskussion bis hierher spielte die Statistik keine Rolle. Dies �andert si
h,wenn wir die zuf�alligen S
hwankungen der Daten (Messfehler, Zufallsauswahl der Ver-su
hsobjekte) ber�u
ksi
htigen wollen. Das heisst, wir fragen uns, wie stark vers
hieden diemit Hilfe der Ausglei
hsre
hnung bestimmten Parameter bei einem andern Experimentunter glei
hwertigen Bedingungen wohl sein k�onnten, bzw. wie weit si
h die Resultateeiner Ausglei
hsre
hnung von den vorgegebenen Beoba
htungen verallgemeinern lassen.Dazu brau
hen wir ein sto
hastis
hes Modell, das wie folgt aussieht. Wir nehmen an, dasses einen wahren linearen Zusammenhang gibt und dass die Abwei
hungen von diesemZusammenhang dur
h zuf�allige Fehler Ei zustande kommen:Yi = �0 + �1x(1)i + �2x(2)i + : : :+ �mx(m)i +Ei:In diesemModell sind die Zielgr�ossen also Zufallsvariablen und werden daher mit Grossbu
h-staben ges
hrieben. Die erkl�arenden Variablen sind hingegen fest, weil sie h�au�g von derPerson, die das Experiment dur
hf�uhrt, festgelegt werden. Es gibt au
h F�alle, wo au
h dieerkl�arenden Variablen zuf�allig sind, aber wir tun dann trotzdem so, als ob sie vorgegebe-ne Gr�ossen w�aren (Man kann dies so begr�unden, dass man auf die zuf�allig eingetretenenWerte bedingt). 55
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Abbildung 5.2: Verans
hauli
hung des Regressionsmodells Yi = 4 � 2xi + Ei mit Ei �N (0; 0:12) f�ur drei Beoba
htungen.Um das Modell vollst�andig zu spezi�zieren, m�ussen wir no
h die Verteilung der Fehler Ei(und damit der au
h der Yi) festlegen. �Ubli
herweise nimmt man an, dass die Ei Erwar-tungswert null haben (kein systematis
her Fehler), unabh�angig sind (keine gegenseitigeBeein
ussung der Fehler), konstante Standardabwei
hung �E haben (�uberall die glei
heGenauigkeit) und normalverteilt sind. Das Modell ist illustriert in Abbildung 5.2.Die Kleinste-Quadrate-S
h�atzungen sind Funktionen von Y1; : : : ; Yn und somit ebenfallsZufallsvariablen. Unter den obigen Annahmen sind die Yi unabh�angig und normalverteiltund die Normalenglei
hungen besagen, dass�̂ = (XTX)�1XTY;das heisst jedes �̂j ist eine Linearkombination Y1; : : : ; Yn. Mit den Regeln aus Abs
hnitt3.3 f�ur den Erwartungswert und die Varianz einer Linearkombination von Zufallsvariablenfolgt, dass E(�̂j) = �j ; ��̂j = �Eq((XTX)�1)jj:Das heisst, die ges
h�atzten KoeÆzienten streuen um den unbekannten wahren Wert, unddie Streuung ist proportional zur Streuung der Fehler, wobei die Proportionalit�atskonstan-te von den erkl�arenden Variablen abh�angt. Ausserdem ist �̂j au
h normalverteilt, wenndie Fehler Ei normalverteilt sind. Dies bildet die Basis f�ur Tests und Vertrauensintervallef�ur die unbekannten Parameter, die wir im n�a
hsten Abs
hnitt no
h etwas ausf�uhrli
herbehandeln.Abbildung 5.3 zeigt 5 Punkte, die gem�ass dem Modell Yi = 4�2xi+Ei mit Ei � N (0; 0:12)simuliert wurden, zusammen mit der wahren und der best-passendsten Kleinste-Quadrate-Gerade. Man sieht au
h den Unters
hied zwis
hen dem Residuum (dem vertikalen Ab-stand eines Punktes von der Kleinsten-Quadrate-Gerade) und dem Zufallsfehler Ei (demAbstand eines Punktes von der wahren Gerade). Andere simulierte Werte w�urden eineandere Kleinste-Quadrate-Gerade ergeben und damit andere Werte von �̂0 und �̂1.Die oben gema
hten Annahmen an Ei k�onnen au
h (teilweise) �uberpr�uft werden. So k�on-nen wir beurteilen, ob die angenommene lineare Beziehung zwis
hen der Ziel- und denerkl�arenden Variablen gen�ugt, oder ob es systematis
he Abwei
hungen gibt, die einenkomplizierteren Zusammenhang nahelegen. Dies ist das Thema der Residuenanalyse, aufdie wir im �ubern�a
hsten Abs
hnitt no
h etwas n�aher eingehen.56
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Abbildung 5.3: F�unf Punkte, die gem�ass dem Modell Yi = 4�2xi+Ei mit Ei � N (0; 0:12)simuliert wurden mit x1 = 1:6; : : : x5 = 2:0. Gestri
helt sind die wahre Gerade und derFehler E2 gezei
hnet, ausgezogen die Kleinste-Quadrate-Gerade und das Residuum r2.Die Annahme einer linearen Beziehung zwis
hen der Ziel- und den erkl�arenden Variablenist ni
ht so eins
hr�ankend, wie es zun�a
hst s
heinen mag. Wie wir im Beispiel Butadienbereits gesehen haben, k�onnen wir die Zielvariable transformieren, und wir k�onnen au
hneue erkl�arende Variablen dur
h Transformationen und Kombinationen kreieren. Es kannzum Beispiel x(2)i = (x(1)i )2 sein, das heisst, wir k�onnen ein Modell mit einer quadratis
henFunktion betra
hten Yi = �0 + �1xi + �2x2i +Ei(und analog mit Polynomen h�oherer Ordnung). Ents
heidend ist, dass die KoeÆzienten �jlinear vorkommen ! Ein anderes wi
htiges Beispiel ist ein Potenzzusammenhang y = �x
 ,der dur
h Logarithmieren linear wird: log(y) = �0+�1 log(x) mit �0 = log(�) und �1 = 
.Wenn man die Zielvariable ebenfalls transformiert, hat das aber Konsequenzen f�ur dieAnnahmen �uber die Fehler: Wenn wir das Modelllog(Yi) = �0 + �1 log(xi) +Eizur�u
ktransformieren, erhalten wir multiplikative statt additive Fehler:Yi = exp(�0) x�1i � exp(Ei):Wenn alle Ei die glei
he Verteilung haben, dann ist die Streuung der Yi ni
ht mehr kon-stant, sondern proportional zum Erwartungswert. Gl�u
kli
herweise ist es oft so, dass na
heiner Transformation, die zu einem linearen Zusammenhang f�uhrt, au
h die Annahme ad-ditiver Fehler mit konstanter Streuung eher erf�ullt zu sein s
heint. Es gibt jedo
h au
hviele Anwendungen, bei denen es ni
ht m�ogli
h oder ni
ht sinnvoll ist zu linearisieren.Dann m�ussen die Methoden der ni
htlinearen Regression verwendet werden, die wir hierni
ht bespre
hen.Die erkl�arenden Variablen k�onnen au
h diskret sein und insbesondere Indikatoren f�ur ver-s
hiedene Gruppen (Ges
hle
ht, Behandlungsgruppe) darstellen. Auf diese Weise kann57



man zum Beispiel Geraden mit glei
her Steigung, aber unters
hiedli
hem A
hsenabs
hnittf�ur die vers
hiedenen Gruppen anpassen. Ebenso lassen si
h ungepaarte Verglei
he, diewir im vorangegangenen Kapitel diskutiert hatten, als Spezialfall des allgemeinen Regres-sionsmodells au�assen.Die Euklid's
he Norm ist ni
ht die einzige sinnvolle Art, die Gr�osse der Abwei
hun-gen (r1; : : : ; rn) zu messen. Von einigem Interesse ist insbesondere au
h die L1-Norm,krk1 = Pni=1 jrij. Ausglei
hsre
hnung mit dieser Norm gibt S
h�atzungen �̂ mit ziemli
handerem Verhalten. Dies sieht man am besten im Fall m = 0, d.h. Anpassen einer Kon-stanten, wo man anstelle des arithmetis
hen Mittels den Median von (y1; : : : yn) erh�alt.Bei der L1-Ausglei
hsre
hnung gibt es zwar keine s
h�onen Formeln, aber es gibt s
hnelleAlgorithmen zur Bere
hnung. Vom statistis
hen Gesi
htspunkt her ist das ents
heidendeKriterium zur Wahl zwis
hen Kleinsten Quadraten und L1 die Verteilung der Fehler Ei:Bei Normalverteilung sind Kleinste Quadrate vorzuziehen, bei l�angers
hw�anzigen Vertei-lungen kann aber L1 deutli
h besser sein.5.1.1 Tests und VertrauensintervalleWir haben s
hon erw�ahnt, dass unter den Modellannahmen jedes �̂j normalverteilt ist mitErwartungswert �j , dem unbekannten wahren Wert des Parameters, und mit Standardab-wei
hung ��̂j = �Eq((XTX)�1)jj :Wenn wir die Standardabwei
hung �E kennen w�urden, k�onnten wir sofort die Nullhypo-these testen, dass �j = 0 ist, d.h. dass die j-te erkl�arende Variable im Modell weggelassenwerden kann. Wir w�urden dies verwerfen, wenn����̂j��� > z1��=2 �Eq((XTX)�1)jj:Wie im Ein- und Zweisti
hprobenfall ersetzen wir jetzt das unbekannte �E dur
h eineS
h�atzung und ber�u
ksi
htigen die damit verbundene Unsi
herheit, indem wir die Quantileder t- statt der Normalverteilung einsetzen. Wir verwenden die folgende S
h�atzung f�ur �E(wel
he in Systat f�als
hli
herweise als \standard error of estimate" bezei
hnet wird)�̂E =s Pni=1 r2in�m� 1 =sPni=1(yi � ŷi)2n�m� 1 ;wobei ŷi = �̂0 + �̂1x(1)i + �̂2x(2)i + : : :+ �̂mx(m)idie angepassten Werte bezei
hnet. Die ri
htige Anzahl Freiheitsgrade ist n �m � 1, d.h.wie �ubli
h Anzahl Beoba
htungen minus Anzahl ges
h�atzter Parameter. Damit lautet derVerwerfungsberei
h des t-Tests����̂j��� > tn�m�1;1��=2 �̂Eq((XTX)�1)jj:Statt auf den Wert Null k�onnen wir auf irgendeinen theoretis
h vorgegebenen Wert f�ur �jtesten. Dies ist insbesondere von Bedeutung f�ur Vertrauensintervalle, die ja dur
h Umkeh-rung der entspre
henden Tests entstehen. In Formeln lautet das Vertrauensintervall f�ur �jalso �̂j � tn�m�1;1��=2 �̂Eq((XTX)�1)jj:58



Im Fall der einfa
hen linearen Regression Yi = �0+�1xi+Ei ergibt eine einfa
he Re
hnung,dass ��̂1 = �EpPni=1(xi � xn)2 :Das bedeutet, dass die Steigung umso genauer bestimmt werden kann, je st�arker die er-kl�arende Variable streut. Dies sollte unmittelbar einleu
hten.Im Fall von mehreren erkl�arenden Variablen ist es wi
htig zu verstehen, was die Nullhypo-these �j = 0, die mit dem t-Test �uberpr�uft wird, genau besagt. Es wird n�amli
h getestet,ob die j-te Variable weggelassen werden kann, unter der Voraussetzung, dass alle andernVariablen im Modell vorhanden sind. H�au�g sind vers
hiedene erkl�arende Variablen un-tereinander verwandt, d.h. sie erfassen �ahnli
he Aspekte einer Situation. Dann kann esges
hehen, dass eine Variable ohne grossen Verlust eine andere substituieren kann: DieZusatzinformation, die man aus beiden Variablen gewinnt, bringt ni
ht wesentli
h mehr,als was man s
hon aus einer Variablen erh�alt. In sol
hen F�allen k�onnte man also z.B. dieerste Variable weglassen, so lange die zweite in der Regressionsglei
hung bleibt, oder um-gekehrt au
h die zweite weglassen, so lange die erste in der Regressionsglei
hung bleibt. Inandern Worten, die Tests akzeptieren sowohl \�1 = 0" als au
h \�2 = 0". Daraus folgt aberni
ht, dass man beide Variablen weglassen kann. Sobald man eine Variable weggelassenhat, muss man die Regression neu bere
hnen.Wegen dieser Komplikation will man oft zuerst die Frage beantworten, ob eventuell sogarkein Zusammenhang zwis
hen der Ziel- und der Gesamtheit aller erkl�arenden Variablenbesteht. Die Nullhypothese lautet dann \Alle �j sind = 0". Daf�ur verwendet man dieTestgr�osse T = Pni=1(ŷi � y)2=mPni=1(yi � ŷi)2=(n�m� 1) :Grosse Werte von T f�uhren zur Ablehnung der Nullhypothese, und die kritis
he Grenze istdas Quantil der sogenannten F -Verteilung mit m und n�m� 1 Freiheitsgraden, die wirbisher no
h ni
ht angetro�en haben. Der Test heisst daher F -Test. Es gibt daf�ur Tabellen,und jedes statistis
he Programmpaket liefert automatis
h den P-Wert.Um besser zu verstehen, weshalb T eine vern�unftige Testgr�osse ist, ist folgende Identit�atn�utzli
h nXi=1(yi � y)2 = nXi=1(ŷi � y)2 + nXi=1(yi � ŷi)2:Dies ist ni
hts anderes als der \Satz von Pythagoras" und die Tatsa
he, dass die Vektoren(yi � ŷi) und (ŷi � y) senkre
ht aufeinander stehen (weil (ŷi) die Projektion von (yi) aufden Unterraum aufgespannt von x(0); : : : x(m) ist). Wenn alle wahren �i null sind, sindalle angepassten Werte ŷi bis auf zuf�allige S
hwankungen glei
h der best passendstenKonstanten y, und man kann zeigen, dass dann der Z�ahler und der Nenner von T imMittel glei
h gross sind. Stimmt die Nullhypothese ni
ht, dann ist der Z�ahler wesentli
hgr�osser als der Nenner.Obige Zerlegung kann man in Worten bes
hreiben als \Varianz der Zielgr�osse = Varianzder angepassten Werte plus Varianz der Abwei
hungen". (Man spri
ht daher au
h vonVarianzanalyse). Die angepassten Werte sind allein dur
h die erkl�arenden Variablenund die ges
h�atzten KoeÆzienten, d.h. dur
h das Modell, bestimmt. Man nennt daher denKoeÆzienten R2 = Pni=1(ŷi � y)2Pni=1(yi � y)259



dasBestimmtheitsmass (
oeÆ
ient of determination), oder den Anteil erkl�arter Varianz.Es liegt zwis
hen null und eins und misst, wie erfolgrei
h die erkl�arenden Variablen sindzur Vorhersage der Zielgr�osse, und wird sehr oft in Beri
hten zitiert. Mit Umformungen,die wieder auf der Orthogonalit�at von (yi � ŷi) und (ŷi � y) beruhen, erh�alt man einezweite, �aquivalente Form von R2:R2 = (Pni=1(yi � y)(ŷi � y))2Pni=1(ŷi � y)2Pni=1(yi � y)2 :Dies ist o�ensi
htli
h das Quadrat einer Korrelation, und daher heisst R2 au
h das Qua-drat der multiplen Korrelation (multiple R-squared). (Wir verzi
hten darauf, dasAdjektiv \multipel" zu begr�unden.)H�au�g ist man weniger an den Parametern selber, sondern am Erwartungswert einer zu-k�unftigen Beoba
htung an einer vorgegebenen Stelle (x(1)0 ; : : : x(m)0 ) der erkl�arenden Varia-blen interessiert, d.h. an einer Linearkombination �0 + : : : + �mx(m)0 . Diese Linearkombi-nation wird nat�urli
h als �̂0 + : : : + �̂mx(m)0 ges
h�atzt, und man kann daf�ur ebenfalls einVertrauensintervall angeben. Dies ist zu unters
heiden von einem Vorhersageintervallf�ur eine zuk�unftige Beoba
htung Y0, das meist deutli
her gr�osser ist. I
h verweise daf�urauf Kap. 13.4 im Bu
h von W. Stahel.5.1.2 ResiduenanalyseDie obigen S
h�atz- und Testverfahren beruhen auf Modellannahmen �uber die Regressi-onsfunktion und die Verteilung der Fehler. Diese Annahmen zu �uberpr�ufen, ist meistenswesentli
h. Es geht dabei ni
ht in erster Linie um eine Re
htfertigung, sondern um dieChan
e, aus allf�alligen Abwei
hungen ein besseres Modell entwi
keln zu k�onnen. Wir ge-ben hier nur einen kurzen �Uberbli
k �uber die wi
htigsten Methoden.Die Fehler Ei kennen wir ni
ht, aber wir k�onnen stattdessen als N�aherung die Residuenri = yi � ŷi verwenden. Selbst wenn das Modell genau stimmt, haben die Residuen { imUnters
hied zu den Fehlern Ei { ni
ht alle genau die glei
he Streuung (und sie sind au
hlei
ht abh�angig). Man kann dies korrigieren, indem man \standardisierte" oder \studen-tisierte" Residuen betra
htet. Die E�ekte sind jedo
h klein, so dass es meist gen�ugt, mitden gew�ohnli
hen Residuen zu arbeiten.Zur �Uberpr�ufung der Normalverteilung dient ein Quantil-Quantil-Diagramm mit den Re-siduen. Ist die Verteilung s
hief, legt das eine Transformation der Zielgr�osse nahe. Gibt eseinzelne herausfallende Werte, soll man diese �uberpr�ufen und eventuell die Analyse ohnediese Werte wiederholen. Ist die Verteilung symmetris
h und langs
hw�anzig, dann bedeu-tet dies, dass es genauere S
h�atzungen als die Kleinste Quadrate S
h�atzungen gibt, z.B.die L1-Regression.Der wi
htigste Plot in der Residuenanalyse ist der Plot der Residuen ri gegen die angepas-sten Werte ŷi, der sogenannte Tukey-Ans
ombe Plot. Im Idealfall zeigt si
h ein Bild ohnejegli
he Struktur. Aus den Normalenglei
hungen folgt, dass die Sti
hproben-Korrelationzwis
hen ri und ŷi null ist, das heisst es gibt keinen linearen Zusammenhang zwis
henri und ŷi. Ni
htlineare Zusammenh�ange k�onnen jedo
h vorkommen. Sie zeigen an, dassdie Regressionsfunktion ni
ht korrekt ist. Abhilfe s
ha�en die Aufnahme zus�atzli
her er-kl�arender Variablen (z.B. quadratis
he Terme) oder Transformationen der erkl�arendenund/oder der Zielgr�ossen. Ein einfa
hes Beispiel ist in Abbildung 5.4 gezeigt, bei dem es60
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Abbildung 5.4: Streudiagramm von Tiefe und Fliessges
hwindigkeit (oben links), Tukey-Ans
ombe Plots f�ur einfa
he lineare Regression (oben re
hts), f�ur quadratis
he Regression(unten links) und f�ur einfa
he lineare Regression mit logarithmierten Variablen (untenre
hts).um den Zusammenhang zwis
hen Tiefe und Fliessges
hwindigkeit von B�a
hen geht. Beieinfa
her Regression zeigt der Tukey-Ans
ombe Plot eine klare ni
htlineare Struktur, dievers
hwindet, wenn man entweder einen quadratis
hen Term dazunimmt oder wenn manbeide Variablen logarithmiert (d.h. einen Potenzzusammenhang anpasst). Mit so wenigenDaten kann man zwis
hen diesen beiden Modellen ni
ht unters
heiden. Die Ni
htlineari-t�at des Zusammenhangs ist nat�urli
h au
h im urspr�ungli
hen Streudiagramm ersi
htli
h,wenn man genau hins
haut. H�au�g sind aber Abwei
hungen von der Linearit�at im Tukey-Ansombe Plot besser zu sehen.Im Tukey-Ans
ombe Plot sieht man au
h, ob die Streuung der Residuen um die Nullliniekonstant ist oder mit wa
hsendem angepassten Wert ebenfalls zunimmt. Ist dies der Fall,dann hilft oft eine geeignete Transformation. Wie wir im Abs
hnitt �uber Fehlerfortp
an-zung gesehen haben, ist var(g(Yi)) � g0(E(Yi))2 var(Yi);und wir wollen die Transformation g so w�ahlen, dass die Varianzen der transformiertenGr�ossen g(Yi) konstant sind. Wenn also der Tukey-Ans
ombe Plot zeigt, dass die Streuungder Yi proportional zu den vorausgesagten Werten ŷi ist, dann soll g0(x) = 1=x sein, alsog(x) = log(x). Wenn die Streuung eher wie pŷi zunimmt, dann soll man g0(x) = 1=px,d.h. g(x) = px w�ahlen. Eine Transformation der Zielgr�osse ver�andert nat�urli
h das ganzeModell, aber wie bereits fr�uher erw�ahnt, hat eine geeignete Transformation der Zielgr�osseoft glei
h drei positive E�ekte: Der Zusammenhang mit den erkl�arenden Variablen wirdlinearer, die Streuung der Fehler ist eher konstant und die Fehlerverteilung ist n�aher bei61



einer Normalverteilung.
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Abbildung 5.5: F�alle von Brustkrebs gegen die Gr�osse des Risikopopulation (oben links),Tukey-Ans
ombe Plot bei einfa
her linearer Regression (oben re
hts), sowie die glei
henDarstellungen na
h Transformation mit der Wurzelfunktion (unten).Abbildung 5.5 zeigt ein Beispiel. Die Zielvariable ist die Anzahl F�alle von Brustkrebs 1950-60 f�ur 301 Bezirke (\
ounties") im S�udosten der USA und die erkl�arende Variable ist Anzahlerwa
hsener Frauen, die in diesen Bezirken wohnen. Der Tukey-Ans
ombe Plot zeigt klar,dass die Streuung ni
ht konstant ist, sondern etwa wie die Wurzel der vorhergesagtenWerte anw�a
hst. Da wir in diesem Beispiel erwarten, dass y ungef�ahr proportional zu xist, ist es daher naheliegend, das Modell pYi = �1pxi+Ei anzupassen. Wie die Abbildungzeigt, ist dann die Streuung der Fehler ungef�ahr konstant.Man kann au
h die Residuen ri einzeln gegen die erkl�arenden Variablen x(j)i f�ur j =1; 2; : : : m auftragen. Das kann hilfrei
h sein, um zu ents
heiden, wel
he zus�atzli
hen Ter-me ins Modell aufgenommen werden sollen. Zeigt si
h, dass die Streuung der Residuenvon einigen wenigen erkl�arenden Variablen abh�angt, kann man au
h versu
hen, diese Ab-h�angigkeit dur
h eine geeignete Funktion zu bes
hreiben und dann sogenannte gewi
hteteKleinste Quadrate zu verwenden (siehe dazu weiterf�uhrende Literatur).Eine letzte wesentli
he Voraussetzung ist die Unabh�angigkeit der Fehler Ei. Ist diese ver-letzt, kann si
h das Niveau der Tests und Vertrauensintervalle wesentli
h �andern. Wenndie Residuen eine nat�urli
he Reihenfolge haben (insbesondere zeitli
h), dann soll man dieResiduen gegen diese Reihenfolge auftragen. Verletzung der Unabh�angigkeit �aussert si
hdann meist in der Form von langsam variierenden Trends. Programmpakete liefern einenTest dazu, den Durbin-Watson Test, den wir hier jedo
h ni
ht bespre
hen. Methoden, dieAbh�angigkeiten der Fehler ber�u
ksi
htigen, laufen unter der Bezei
hnung verallgemeinerteKleinste Quadrate. 62


